
1 前言

水文频率分析是水利工程规划设计的重要依据。
一个测站的年最大洪峰流量序列设计值的估算往往

需要选用一个合理的分布模型来进行拟合计算，然
后 ， 应用该分布模型进行重现期的洪水设计值估
算。目前，国内外使用的单变量频率分布模型主要有

P-Ⅲ分布类、Γ分布类、极值分布类、Wakeby 分布类和
Logistic分布类[1]。近年来，许多学者采用广义极值分布
（Generalized extreme value distribution，简记为 GEV）理
论，广泛地应用于水文气象极端事件研究领域 [2-3]。
频率分析统计推断的精度除了取决于样本和选用

的分布模型外， 模型参数估计方法对计算结果也具有
较大的影响。 参数估计的常用方法有极大似然（ML）、
矩法（MOM）、线性矩（LM）、概率权重矩（PWM）、最小
二乘（LS）和间隔最大积（MPS）等[3]估计方法。 20 世纪
90 年代，Wang Q.J.博士提出了采用高阶概率权重矩洪
水频率分布参数估计方法， 取得了较好的应用效果。
目前， 我国还没有引入这一理论方法进行洪水频率分
布参数估计。 本文根据 Wang Q.J.[4]高阶概率权重矩方
法，以陕北地区 4 个水文测站的年最大洪水序列为例，
研究了高阶概率权重矩在推求 GEV 分布参数中的应
用，并对 GEV分布参数的高阶与低阶概率权重矩法进

行比较与评价， 探索研究高阶概率权重矩在我国洪水
频率分布参数估计的普适性， 以期为推求洪水频率分
布参数估计提供合理的计算方法。

2 广义极值（GEV）分布

20 世纪 30 年代，Fisher 和 Tippett[5]证明极值具有
渐进分布特性，概括了 3 类极值分布模型。
极值Ⅰ型（Gumbel）分布：

FX（x）=P｛X＜x｝=exp[-exp（ x-μσ
）]， -∞＜x＜+∞ （1）

极值Ⅱ型（Fréchet）分布：

FX（x）=P｛X＜x｝=
exp[-（ x-μσ

）ξ ]，x＞ μ
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； （2）

极值Ⅲ型（Weibull）分布：

FX（x）=P｛X＜x｝=
exp[-（ x-μσ

）ξ ]，x＜ μ
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； （3）

式中：ξ，α，k 分别为分布的形状参数、位置参数和尺度
参数。

Jenkinson[6]、Coles[7]根据极值分布理论，证明当极
值的渐进分布存在且为非退化时， 可以将以上三种类
型的极值分布合并为一个统一的三参数极值分布函

数，即广义极值分布（GEV）。
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设 x1，…，xm为服从 GEV分布的独立随机变量，其
分布函数表达式为：

F（x）=
exp｛-[1- k

α
（x-ξ）]

1
k ｝； k≠0

exp｛-exp[- 1
α
（x-ξ）]｝； k=
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0
（4）

式中：ξ，α，k 分别为分布的形状参数、位置参数和尺度
参数。 当 k→0 时为极值Ⅰ型，即 Gumbel 分布；当 k＜0
时为极值Ⅱ型，即 Fréchet分布；当 k＞0 时为极值Ⅲ型，
即 Weibull分布。
式（4）的逆函数形式为：

x（F）=
ξ+ k

α [1-（-lnF）k]； k≠0

ξ-αln（-lnF）； k=

≠
≠
≠≠
→
≠
≠≠
≠ 0

（5）

式中：ξ、α和 k意义同上。

3 高阶概率权重矩法

对于常用的参数估计方法（极大似然法、线性矩法[8]

和部分概率权重矩法 [9]），或多或少存在一定的局限
性。在使用低删失样本进行计算时，小洪水段对分布函
数的拟合影响不大，即使考虑其影响，最终拟合结果在
很大程度上还是会依赖于大洪水段。
3.1 高阶概率权重矩定义

Greenwood（1979）等人[10]首先提出概率权重矩法，
假定随机变量 x 的分布函数为 F（x），则概率权重矩的
定义为：

Mp，r，s=
1

0乙[x（F）] pF r（1-F）sdF （6）

式中：p，r，s为实数；x（F）为分布函数的逆函数。当 p=1，
s=0时，式（6）变为：

βr＝M1，r，0=
1

0乙x（F）F rdF （7）

式中：r=0，1，2…为概率权重矩的阶数。 式（7）表明，
当概率权重矩的阶数增大时， 会赋予大值 x 较多的
权重。
理论上讲，只要分布函数已知，就能求出其概率权

重矩分布参数的解析表达式。 给定一长度为 n的升序
排列样本 x1燮x2燮…燮xn，高阶概率权重矩的无偏估计
量可通过式（8）来计算：

br= 1
n

n

i=1
Σ （i-1）（i-2）…（i-r）

（n-1）（n-2）…（n-r） xi
（8）

3.2广义极值分布的概率权重矩及参数表达式
根据式（5），Wang Q.J.[4]推求了概率权重矩表达式。

（1）当 k≠0时，GEV分布的概率权重矩为：

（r+1）βr=ξ+ αk
1-Γ（k+1）

（r+1）kΣ Σ； k≠0 （9）

式中：Γ（k）=
∞

0乙 xk-1e-xdx为 gamma函数。

由式（4）可知，要求解 GEV 分布函数中 ξ，α，k 三
个参数，需要列三个方程式进行求解。令概率权重矩的
阶数 r=η，η+1，η+2，并分别代入式（9），有

（η+1）βη=ξ+ αk
1-Γ（k+1）

（η+1）kΣ Σ （10）

（η+2）βη+1=ξ+ αk
1-Γ（k+1）

（η+2）kΣ Σ （11）

（η+3）βη+2=ξ+ αk
1-Γ（k+1）

（η+3）kΣ Σ （12）

经过数学推导，有
（η+2）βη+1-（η+1）βη
（η+3）βη+2-（η+1）βη

= （η+1）
-k-（η+2）-k

（η+1）-k-（η+3）-k
； k≠0

（13）
（2）当 k=0时，GEV分布的概率权重矩为：
（r+1）βr=ξ+α[ε+ln（r+1）]； k=0 （14）
式中，ε=0.5772156649…为欧拉常数。 同理有
（η+2）βη+1-（η+1）βη
（η+3）βη+2-（η+1）βη

= ln（η+2）-ln（η+1）
ln（η+3）-ln（η+1）

； k=0

（15）
上述式中 GEV 分布的样本概率权重矩βη，βη+1，βη+2

可用式（8）计算出的无偏估计量 bη，bη+1，bη+2代替，采用
适当的公式可求出参数 k，ξ，α。 由于没有给出 k 的直
接表达式，采用常规的迭代法计算量很大，因此，可采
用计算机数值算法来求解。
重写式（13）有：
（η+2）βη+1-（η+1）βη
（η+3）βη+2-（η+1）βη

- ln（η+2）-ln（η+1）
ln（η+3）-ln（η+1） =

（η+1）-k-（η+2）-k
（η+1）-k-（η+3）-k - ln（η+2）-ln（η+1）

ln（η+3）-ln（η+1）
令上式右边为

z= （η+1）
-k-（η+2）-k

（η+1）-k-（η+3）-k - ln（η+2）-ln（η+1）
ln（η+3）-ln（η+1）

（16）

给定 η值，可采用二次函数拟合式估算 k值：
k=a0+a1z+a2 z2 （17）

设-0.5燮k燮0.5（k≠0），分别给定 r=1，2，3、r=2，3，4、
r=3，4，5、r=4，5，6，利用式（16）求出不同阶数对应的 z
值， 并对 z和 k的关系进行拟合， 得出不同阶数下式
（17）中的系数 a0，a1，a2，结果见表 1。
通过式（16）计算出不同阶数对应的 z 值后，结合
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表1 中相应阶数下各系数值，代入式（17）中求出 GEV
分布的形状参数 k。 将形状参数 k 值代入式（10）和式
（11）中，计算 GEV分布的尺度参数 α和位置参数 ξ。

4 实例应用

为了验证高阶概率权重矩法在洪水频率分析中的

应用，本文以陕北地区 4 个水文测站（志丹、绥德、交口
河和刘家河）年最大洪峰序列为例，应用高阶概率权重
矩法，进行 GEV分布的参数估算研究。
选用 GEV分布函数作为洪水频率分布模型，利用

前文中列出的公式，用高阶概率权重矩法对不同阶数下

GEV分布参数进行估计。 结果见表 2。 点绘出不同测站
的年最大洪峰流量经验频率点据，由表 2中计算出来的
参数，代入式（1）中，得到各测站在不同阶数下 GEV 分
布的分布值，并与经验点据进行对比，结果见图 1~4。

表 1 不同高阶概率权重矩下式（17）中系数 a0，a1和 a2的取值
及绝对值偏差统计表

Table 1 Coefficients a0，a1 and a2 for Formula (17) and the absolute
error based on different higher probability weighted moments

阶数 a0 a1 a2 绝对值偏差

r=0，1，2

r=1，2，3

r=2，3，4

r=3，4，5

r=4，5，6

0.0000

0.0000

0.0000

0.0000

0.0000

7.8514

11.9038

15.9285

19.9431

23.9527

2.9388

2.7765

2.7266

2.7045

2.6927

0.0001

0.0001

0.0001

0.0001

0.0001

表 2 基于高阶概率权重矩的 4 测站 GEV 分布参数
估计结果统计表

Table 2 The estimated GEV distribution parameters of the four
stations based on higher probability weighted moments

图 2 绥德站不同高阶概率权重矩下 GEV分布曲线
与年最大洪峰流量频率曲线拟合

Fig.2 Fitting of the GEV distribution of different higher
PWMs to annual maximum flow in the Suide station
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图 1 志丹站不同高阶概率权重矩下 GEV分布曲线
与年最大洪峰流量频率曲线拟合

Fig.1 Fitting of the GEV distribution of different higher
PWMs to annual maximum flow in the Zhidan station
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图 4 刘家河站不同高阶概率权重矩下 GEV分布曲线
与年最大洪峰流量频率曲线拟合

Fig.4 Fitting of the GEV distribution of different higher
PWMs to annual maximum flow in the Liujiahe station
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图 3 交口河站不同高阶概率权重矩下 GEV分布曲线
与年最大洪峰流量频率曲线拟合

Fig.3 Fitting of the GEV distribution of different higher
PWMs to annual maximum flow in the Jiaokouhe station
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k
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k
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k
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从图 1~4 可以看出，所选的水文测站均体现了运
用高阶概率矩的优势，随着概率权重矩阶数的提高，其

GEV 分布曲线与年最大洪峰流量中的大洪水段点据
拟合越好，而与小洪水段点据拟合较差。在水利工程规
划设计中，较多的考虑大中洪水段对水利工程的影响，
说明高阶概率权重矩法具有很大的优势。

5 蒙特卡洛试验（Monte Carlo experiments）

蒙特卡洛试验是对使用不同高阶概率权重矩法估

计 GEV 分布参数时对不同重现期设计洪水值的影响
评价。 在实际工作中，对于已知的洪水资料，其分布函
数是未知的，且常常异于所给出的已知分布。当选用一
个已知分布模型进行计算时， 需要对其适用性进行分
析。同样，使用高阶概率权重矩法计算广义极值分布参
数，需要对高阶与低阶进行分析比较，最终为分布模型

参数计算选出合适的方法[4，10-11]。
本文利用具有更高灵活度的 Wakeby （5 参数）分

布模型 [12]，模拟 N=100 000 组序列，每组序列的长度

n=30。 利用模拟出来的序列计算不同高阶概率权重矩
下 GEV 分布参数值，并分别计算分位数 x（F=0.98）和
x（F=0.99）的偏差（Bias）、标准误差（SE）和均方根误差
（RMSE），结果如图 5~7所示。
从图 5~7 可以看出， 基于 4 类 Wakeby 分布模拟

的数据，利用 GEV分布函数估计出来的不同高阶概率
权重矩下分位数 x（F=0.98）和 x（F=0.99）的 Bias、SE 和
RMSE 随着阶数的增大总体呈先减小后增大趋势。 其
中，Bias 的这种趋势特别显著。 另外， 基于 WA-4 和
WA-5 分布模拟样本计算的 SE 和 RMSE 较小。 由此
表明， 使用高阶概率权重矩法估算广义极值分布的参
数时，可以适当的提高阶数，但不能盲目的提高阶数，

图 5 基于 Wakeby分布样本的广义极值分布在 x（F=0.98）和 x（F=0.99）时估计值的偏差

Fig.5 Bias in x（F=0.98） and x（F=0.99） estimates from fitting the GEV distribution to the Wakeby samples

��� �
图 6 基于 Wakeby分布样本的广义极值分布在 x（F=0.98）和 x（F=0.99）时估计值的标准误差

Fig.6 SE in x（F=0.98） and x（F=0.99）estimates from fitting the GEV distribution to the Wakeby samples
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图 7 基于 Wakeby分布样本的广义极值分布在 x（F=0.98）和 x（F=0.99）时估计值的均方根误差

Fig.7 RMSE in x（F=0.98） and x（F=0.99） estimates from fitting the GEV distribution to the Wakeby samples
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当 η>3（即阶数 r>3，4，5）时，误差会增大。

6 结论与展望

在水文频率分析计算中， 理论频率曲线是一条光
滑的曲线， 但是实测点据常常出现两段或多段的分散
区， 如果强行使用一条理论频率曲线来拟合所有的点
据，会产生复杂的组合频率曲线，在估计重现期较大的
洪水时会出现较大的偏差。 因此可以通过赋予大中洪
水段更多的权重， 从而得到更具有参考价值的大洪水
设计值。
本文根据 Wang Q.J.[4] 高阶概率权重矩法的 GEV

分布参数的计算公式， 通过对陕北地区 4个水文测站
的年最大洪峰流量序列进行分析，结果表明，随着概率
权重矩阶数的提高，GEV 分布曲线与年最大洪峰流量
中的大中洪水段点据拟合越好， 而与小洪水段点据拟
合较差。另外，本文进行了蒙特卡洛试验，结果显示，使
用高阶概率权重矩法估算广义极值分布的参数时，可
以适当的提高阶数，但当阶数越高时，其相应的误差也
增大。 在实际应用中，建议取值不超过 3。
与常用的低阶概率权重矩法相比， 高阶概率权重

矩法并不复杂， 只要能写出分布函数的概率权重矩公
式，就能使用高阶概率权重矩法估计模型参数。 另外，
高阶概率权重矩法进行我国普遍选用 P-Ⅲ型分布参
数估计的应用仍需进一步研究。
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Parameter Estimation of Generalized Extreme Value Distribution Based on Higher
Probability Weighted Moments

XIAO Ling，SONG Songbai

(College of Water Resources and Architectural Engineering, Northwest A & F University, Yangling 712100, China)

Abstract: This paper made research on parameter estimation of generalized extreme value distribution based on higher probability
weighted moments. The model of higher probability weighted moments for estimating parameters of generalized extreme value distribution
was established by the principle of higher probability weighted moments. The results of examples of annual maximum flow series in four
stations indicate that the higher PWMs gives more weight to large flood values. The Monte Carlo experiments indicate that it is useful to
raise the order appropriately.
Key words: higher probability weighted moments; generalized extreme value distribution; parameter estimation; Monte Carlo experiment
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