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摘 要

用著名的 Lor en :
系统作了共扼变分同化的数值试验

。

发现随着模式对初值敏感性程度

的增加
,

用这种方法得到和模式相协调的初始场愈来愈困难
,

直到某些情况下的完全失败
。

这

表明四维同化和可预报期限是联系在一起的
。

另一方面
,

随着方程不精确程度的增加
,

变分同

化的效果愈来愈差
,

直到所做的预报无任何意义可言
.

如果在做变分同化的同时对模式参数

也进行反演
,

就可使得基于 L or en
:
系统所做的预报效果大大提高

。

关键词
:
变分同化

,

Lo re n :
系统

,

共扼方程
。

1 引 言

共扼变分同化的思想是由 L e w is 和 块
r be r ( 19 55 ) [ , ] ,

介la g r a n a 和 e o u r ti e r [ , ]等的开

创性工作开始实现的
。

实质上它是最优化方法在大气或海洋方面的具体应用
。

因其理论

上的完善性
,

能非常自然地把观测资料和数值模式巧妙地结合在一起
,

并且易适用于对非

定时资料的同化
,

而 日益引起人们的重视
。

国际上的几个气象中心
,

如欧洲的 E CMW F ,

美

国的 N C A R 等都在着手把这种方法业务化
,

并且取得了一些重要进展
。

如同其它同化方

法
,

这种方法也有其局限性
,

例如
,

用此种方法得到的极小值不一定是全局极小点 [s, ‘〕,

又

如通过仅仅调整初值求得最佳的模式解
,

假定数值模式是准确无误差的等
。

另一个必须注意的间题是
,

当数值模式是高度非线性的
。

如存在混沌解时的情形
,

这

时用共扼变分同化方法就存在着比较大的困难
,

因模式对初值高度敏感
,

共扼方程在资料

同化中的作用变得微不足道
,

资料同化的意义已不明显
,

甚至没有必要
。

对于 L or en z
系

统
,

很多人已做过深入的研究闭
,

在某种程度上能够代表实际大气的一些特征
,

通过取不

同 的参数
,

可 以呈现 出不 同的对流态
,

并且其共扼系统非常容易导出
。

所 以本文先用

L or e n z
系统作了这方面的数值试验

。

2 变分同化的基本原理

变分同化的基本思想是定义一个 目标泛函 J 来度量同化时段 (t 。 , t砂 上模式解与观测

夸 19 9 3 年 7 月 31 日收到原稿
, 19 9 4 年 7 月 12 日收到修改稿

。

受国家青年自然科学基金及教委高等学校博士点

专项科研基金资助
。

¹ 现在北京气象学院大气科学 系工作
。
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之间的某种
“

距离
” ,

然后以同化模式的控制方程组为约束
,

用最优化方法反演模式的初值
u 。 ,

使 J 达到极小点
。

这种方法的关键是要求得 目标泛函关于控制变量
u 。

的梯度 衬 / 撇
。 ,

它将 由同化模式的共扼方程向后积分 (从 如 ~ t。) 而得到
。

整个间题可用如下数学模型来

描述[s]
:

、少、少
19口

了汀、了‘、

{
d u

d t 一
H (u )

J (u ) 一 艺 < u (, ,

) 一 云(, ,

)
, u (, ,

) 一 云(, ,

) >

所谓变分同化指 的是在约束 (l) 下
,

式 (2) 的极小值
。

这里式 (1) 代表数值模式
,

H 为 由

H il ber t 空间 口 ~ 口 的非线性算子
。

式 (2) 是所定义的 目标泛函
,

<
,

> 代表内积 (定义在 口

上 )
。

式 (l) 的一切时刻的值由初值
u 。
一 u( t 。) 唯一决定

。

因而一旦 u( t 。) 求出
,

由约束 (1)

自然求出 u( t ,

)
,

j 一 1
,

2. 二 N
。

此时可把式 (2) 变为无约束求极小
。

并且可以计算出对 u( t 。)

的梯度
。

现在推导 J (u) 关于 u( t。 ) 的梯度
,

对式 (2 )求奋分
:

打 一 2习 < u (, ,

) 一 云(, ,

)
,

‘u (, ,

) > (3 )

由式 (1) 得到
:

= A (t )
·

占u
(4 )

比一dd一
砚

其中
,

A (t ) 为 H (u) 的雅可比算子 (导算子 )
,

它是一个线性算子
。

由式 (4 )
,

类似一般的常微分方程
,

对于一切 t
,

t’
,

叙 (t )
,

叙
’

(t)

犷 (t
,
t
’

)
,

使

叙 (t ) = 犷 (t
,
t
‘

)
·

占u (t
‘

)

成立
,

因而由式 (3 )
,

得
:

e 月
,

存在线性算子

(5 )

打 一 2
·

习 < u (, ,

) 一 云(, ,

)
,

了 (, , ,
, 。)。。 (, 。) > (6 )

了 = 1

设 犷
’

(t
,
t

’

) 是 犷 (t
,
t
’

) 的伴随算子
,

则 由 H ilb e r t 算子理论 [ 6〕
,

缸 一 2习 < g
’

(, , ,
, 。 )(u (, ,

) 一 云(:
,
))

,

叙 (, 。) > (7 )

由此得到 J 关于
u (t

。
) 的梯度为

:

甲 J 一 2习了
‘

(。
, ,

, 。) (u (, ,

) 一 云(, ,

) ) (8 )

可以证明穿
‘

(t
, ,

t。) 是伴随方程

d叙
d t

- 一 A
‘

(t)
·

叔
’

(9 )

的预解式
。

·

有了梯度 (8) 的计算表达式之后
,

用某类最优控制算法
,

如共扼梯度法
、

最速下降法

等
,

可以计算式 (1 )
、

(2) 的条件极小
。

整个算法也可称之为对初值的反演
。
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3 Lor en
z

模型及其共扼模式
L or en

z
模型是 Lor en

z 和 Sa h z m an 1 9 6 3 年在研究流体有限振幅对流时提出的非线性

谱模式
,

其形式为
:

一 一 ‘义 + 口Y

X Z +
r
义 一 Y (1 0 )

~ X Y 一 占Z

dx一dtdy一dtdZ一dr
‘|||||||夕、||||||

这里
a , ; 和 b 分别是 Pr an d 数

,

R ay lei gh 数及与对流尺度相联系的参数
。

本文 中根据

L or e n z 1 9 6 3 年的研究取为
a 一 1 0

,

b 一 8/ 3
, r
根据不同的试验给定

。

按照上节
,

易导出式 (1。)的切线性方程的共扼方程为
:

d 占X
’

d t

d 占Y
’

d t

一 a6X
’

+ (一 z 十 r) 打
·

+ Y“一纂
一

a3X
’

一 “
’

+ X“一爵 (1 1 )

等一 x6Y 一 b6z 一纂
其中 份义

’ ,

打
‘ ,

脸
’

) 是份义
,

打
,

犯)
T

的共扼矢量
。

G (X
,

Y , Z
,
t ) = (X 一 X * )

2

+ (Y 一 Y而)
2

+ (Z 一 Z 砧
‘

)
2

是 目标泛函中正则函数
。

目标泛函 J 可表示为
:

(1 2 )

J 一 习 [ (X 一 X * )
’

+ (Y 一几)
,

+ (Z 一 Z * )
,

〕 (1 3 )

这里 X ob ,

J 山
,

Z * 是和模式变量相应的
“

观测资料
” 。

一

式 (1 0 )
,

(2 1 )离散化后
,

时间步长 △t = 0
.

0 1
,

控制试验 (Co
n tr o l r u n )积分 1 6 0 0 步

,

前 8 00 步每隔 20 步存放一次积分值作为变分同化 (即反演初值 )所用的
“

观测资料
” ,

后

8 0 0 步的积分结果作为试验预报好坏的评估
。

选用 E七ale
一

Pow ell 共扼梯度算法来极小化 目

标泛函
,

它是一种效率较高的共扼梯度算法川
。

整个计算过程是先给出 X
。 ,

Y 。 ,

z
。

的第一

猜值
,

通过向前积分基本模式 (1。) 和 向后积分共扼型 (1 1 ) 求得 (票
,

票
,

黑)
,

看这些计
~ ~

’

一一
’ 刁 ’J “ ’‘ ’

z 切

一 ”八 ~
、

一
‘ ” 一 ’

一

“ ‘曰 . 2 、 / J

乃 一一
、

一
产

~
”J 、

JX
。 ’

扩
。 ’

忍
。产 ’ ‘

目
~ ~

犷 ’

算值的范数是否小到满足一定的收敛条件
。

若不满足
,

用共扼梯度算法寻求新的 X
。 , Y 。 ,

Z 。 ,

再重复上述步骤
;
若是已满足了收敛条件

,

则认为得到了最优的初值 X
。 ,

Y 。 ,

Z
。 ,

在 (t
。 ,

如) 上积分
,

积过 如 时刻则作出了未来的预报
。

若要同时反演模式参数
,

则把模式参数也

作为控制变量
,

详见文献〔8〕
。

4 数值试验
4

.

1 对于 L or en
:
系统

,

不同类型的对流态反演难易的差异

无论是用最速下降法还是用共扼梯度法求解
,

都希望 目标泛函的形式是二次型的
,

并

且是凸的
,

这样整个下降算法才能够收敛
。

这两个性质保持得越好
,

则收敛速度越快
。
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一
—一一

洲洲
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一~

一
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l

匕
l\

200060
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Y0 一 2

Xo 一 2 X o

X0 + 2

O 电曰一

(X0 + 2 Yo 一 2 (X o

YO ) (X o + 2 肠 一 2 )

图 l r
取不同值时 目标泛函等值线形状图

( a
. r
一 2 ; b

.

r = 2 3 ; e
. r

= 2 6 ; d
.

r = 28 )

图 2 和图 1 相对应的经过两点 (X
。

一 2
,
Y 。 一 2

,

z 。) 和 (x 。 + 2
,
Y

。

+ 2
,
z 。) 的目标泛函值变化曲线
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图 1 给出了
r
取四种不同的参数的情况下

,

对相空间中某一固定点 (X
。 ,

Y
。 ,

Z 。
)一 (一

5
.

92
,

一 5
.

9 0
,

2 4
.

0 )
,

当第一猜测值范围在 X
。
一 2 < X 乙< X

。
+ 2

,

Y
。
一 2 < Y乙< y

。

+

2
,

Z乙一 Z 。

时目标泛函 J 的等值线形状
。

从图 la 一图 ld
,

参数
; 逐渐变大

,

对流渐变为混

沌 的状态
,

目标泛函等值线的形状 由原来的长短轴较为接近的椭圆
,

变为在 X 方向长轴

很长
,

扁平的椭圆
。

到 r 一 28 时
,

目标泛函的等值线变得非常复杂
。

为说明问题方便
,

图

Za
一 Zd 给出了和图 la

一 l d 对应的经过 (X
。
一 2

,

Y 。
一 2 , Z 。

)到 (X
。
+ 2

,

Y 。

+ 2
,

Z 。
) 两点

3503ooy0 十 2

Y0 一 2

y0 + 2

l40l20

Y0 一 2

Y0 + 2

y0 一 2

擎擎擎
蘸蘸蘸

2。

L \

一l
X0 一 2 Xo + 2 (X0 一 2 y0 一 2 ) (Xo yo ) (x0 + 2 Y0 十 2)

图 3 相空间中不同位置 目标泛 函等值线形状

(a ,

(一 0
.

17
, 0

.

8 4 , 1 9
.

9 5 )b
,

(6
.

57 , 8
.

8 9
,

2 2
.

3 1 ) ;

(一 9
.

4 2 ,

一 9
.

3 4 , 2 8
.

3 1 ) )

图 4 和图 3 相对应的经过两点 (X
。

一 2
,

Y 。 一 2
,
Z

。

) 和 (X
。

+ 2
,
Y

。

+ 2
,
Z

。

)

的 目标泛函值变化曲线
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连线之间的 目标泛函曲线变化图
。

图 2a 和图 2b 等值线比较光滑
。

表明从其上任一点开始

迭代的点
,

都将下降到全局极小点
。

尽管由图 2a 到图 2b 下降速度变慢
,

图 2c 一d 曲线出

现很多折点
,

开始出现局部极小点
,

而且收敛速度变得更慢
,

这样如果第一猜值取得不合

适
,

很可能收敛到局部极小点
。

对于图 2d
,

无论用任何效率高的最优控制技术
,

恐怕都难

达到全局极小点
。

对于不同的参数
r ,

L or en
z 系统分别对应着不同的对流态

。

随着
r
的增大

,

流型由对

流态变到混沌态
,

非线性的作用愈来愈强
,

模式对初值也愈来愈敏感
,

初值稍有不同
,

解的

轨迹完全两样
。

因而要反演得到使模式解和观测相适应的初值
,

求解问题的病态程度愈来

愈严重
,

困难愈来愈大
。

下面的数值试验表明
,

也可把目标泛函等值线形状作为衡量模式对初值敏感程度的

一个标准
。

和图 la
一d 相应的数值试验表明

,

目标泛函等值线椭圆的长短轴长度愈接近
,

模式对初值愈不敏感
,

初值愈容易反演
;
椭圆愈扁平

,

模式对初值愈敏感
,

初值反演的难度

愈大
;
当目标泛函等值线形状毫无规则时

,

则模式对初值高度敏感
,

反演已无任何意义
。

4
.

2 在混沌态( r ~ 2 8) 时相空间中不同位置可反演程度的差异

在参数
r 一 2 8 时

,

图 ld 表明
,

点 (X
。 ,

Y
。 ,

Z
。
) = (一 5

.

9 2
,

一 5
.

9 0
,

2 4
.

0 ) 附近
,

目标

泛函等值线形状非常复杂
。

但相空间中其它的点
,

却不一定有这么复杂
,

可再取另外三点

(一 9
.

4 2
,

一 9
.

5 4
,

2 5
.

3 1 )
,

(一 0
.

1 7 , 0
.

8 4
,

2 9
.

9 5 ) 和 (6
.

5 7
,

8
.

5 9
,

2 2
.

5 1 ) 进行试验
,

分别

画出第一猜值范围在 X
。
一 2 < X 乙< X

。

+ 2
,

Y
。
一 2 < 矶 < Y

。

+ 2
,

Z石一 Z
。

时目标泛

函等值线形状图 (图 3 ,

图 4)
,

并和图 ld
,

图 2d 进行比较
。

对于等值线形状最为复杂的点

(一 0
.

1 7
,

0
.

8 4
,

1 9
.

9 5 )和点 (一 5
.

9 2
,

一5
.

9 0
,

2 4
.

0 )
,

反演难度最大
。

对点 (6
.

5 7 , 8
.

8 9
,

2 2
.

3 1) 的反演难度在某种程度上比以上两点稍好些
。

最好的是对点 (一 9
.

42
,

9
.

34
,

28
.

3 1) 的

反演
,

目标泛 函形状呈椭圆形
。

这些试验正反映了 L or en
z
系统的一个特征

,

即相空间中不

同位置对初值敏感程度的不同
。

下面先给出两个求解个例
。

:
白.

一一�000111人1上

f

10-,10-10--’10-

4
.

3 参数
r

10 2 0 30 40 50 6 0 1 0 20 30 4 0 50

o b J , . t h ‘L一 r一lo n 一 ( n ) o b j , I t h 一te r a tio n , ( n )

图 5 相空间的两个不同位置目标泛函值随迭代次数的变化

( a
点 ( 一 9

.

4 2
,

一 9
.

3 4
,

2 8
.

3 1 ; b 点 ( 5
.

92
,

一 5
.

9 0
,

2 4
.

0 ) )

一 2 8( 混沌态 )时的两个求解个例

我们给 出在
r 一 28 时

,

对相空间中两个不同的点为初值的反演情况 (实际上当然不
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{{{
嘀

:
件.甲
-
户.

⋯
件
-
甲
-.
.

⋯
自....口

/
-
·

·三
卿妇刻
」

.4。弓招--12书--20:
。

只做了两个
,

但两个 足以说明问题 )
。

第一个例子取的点为 (x
。 ,

Y 。 ,

z 。
) -

(一 9
·

4 2
,

一 9
.

3 4
,

2 8
.

3 1 )
,

以此为初值

积分基本方程
,

得到的解作为
“

观测资

料
”

来 做 反 演 试 验
。

第 一 猜 值 为

(一 7
.

5 4
,

一 7
.

4 7
,

2 2
.

6 5 )时
,

图 sa 为

反演过程中 目标泛函随迭代次数的下

降情况 (已标准化为 J / J
。
)

,

在 10 步

之 内下降了 8 个量级
。

再取不 同的第

一猜值进行迭代
,

试验表明结果相差

不大
。

对此点为初值的反演结果令人

满意
。

第二个例子 取准确 的初值为

(X
。 ,

Y
。 ,

Z
。
) = (一 5

.

9 2
,

一 5
.

9 0
,

2 4
.

o )
,

取第一猜值为 (一 1 0
.

0
,

一 1 0
.

0
,

2 8
.

0)
,

迭代 60 步
,

目标泛函下降不到

1 个量级
,

表明结果离真值相差甚远
。

取不 同的第一猜值进行迭代
,

其结果

均有较大差异
,

说明存在有局部极小

点
,

导致算法失败
。

\
目 一 4

一 8

一 1 2

一 1 6

一 2 0

未诚蜘乖缺
八 h 绝
i刊八三f

八八
孔 n 性

料V髻蟾

:
。

刊--8报成诩4
.

4 不精确的 Lor en
:
系统的变分同化

由于实际的数值模式都不同程度

地存在着误差
,

本试验在试验 4
.

3 节

的基础上
,

假定 Lor en
z 系统的各参数

‘

都存在有 1 0 %的误 差
,

即 (。
,

b
, r

) -

(9
.

0
,

2
.

4
,

2 5
.

2 )
,

这时 I
J o r e n z 系统的

三个方程都是不准确 的
。

控制试验仍

以 (X
。 ,

Y 。 ,

Z 。
) = (一 9

.

4 2
,

一 9
.

3 4
,

2 8
.

3 1 )为初值积分精确的 L o r en z
方

程
,

得到 的解作为
“

观测资料
”

来做反

演 试 验
。

第 一 猜值 仍 为 (一 7
.

5 4,

一 7
.

4 7
,

2 2
.

6 5 )时
,

图 6a 为反 演前 X

分量在同化 时段和预报时段 的变化
。

可见由于同化前初值误差较大
,

导致

两曲线的演变行为相差甚远
。

图 6 b 只

4 0 0 8 0 0 1 2 0 0

, t e p . 0 1 In t e已, t! 0 0

图 6 反演前后同化时段 (前 800 步 )和预报时段

(后 8 0 0 步 ) X 分量的变化曲线

(细实线为由控制试验给出的演变曲线
,

图 a 中的粗实线为

由第一猜值为初值给出的演变典线
,

图 b 中的虚线为只反演

初值后给出的演变曲线
,

图 C

中虚线为同时反演初值和参数

后给 出的演变曲线 )

反演初值
,

由于没有误差的
“

观测
”

的作用
,

反演的初值和真值有些接近
,

但由于 L or en
z
方

程的不准确
,

反演前后同化时段尤其是预报时段 X 分量的演变曲线也是相差甚远
,

这时

的同化作用不大
;
如果减小模式误差至 5铸

,

即 (。
,

b
, r ) = (9

.

5
,

2
.

5 3 3 4
,

2 6
.

6 )
,

这时
,

同化

时段 X 分量的演变曲线和真值曲线相差较小
,

但预报时段两者曲线却相差甚大 (图略 )
。
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这说明随着方程不精确程度的增加
,

同化效果愈变愈差
。

图 6c 我们同时把模式中的参数

也作为反演对象
,

则不仅在同化时段
,

而且在预报时段内相当长的一段时间内
,

反演后 X

分量的两曲线都比较接近
。

这表明同化已使得基于 Lor en
z
系统所做预报效果大大提高

。

附表给出的结果也表明了同化结果和模式参数得到同时改进
。

附表 L or en
z
系统初值及各参数的真值第一猜值和反演值的对比

X Y Z 口 b r

真值 一 9
.

4 2 一 9
.

3 4 2 8
.

3 3 10
.

0 2
.

6‘7 2 8
.

0

第一猜值 一 7
.

5 4 一 7一 7 2 2
.

6 5 ,
.

0 2
.

4 2 5
.

2

反演值 一 9
.

4 4 一 9
.

3 7 28
.

3 3 9
.

0 1 2
.

‘9 8 2 7
.

9 5

4
.

5 由数值试验得到的启示

至此
,

我们看到对观测资料的四维同化 (即对初值的反演 )并不是任何时候都能得到

一个和模式初值相协调的初始场
。

特别是对于存在混沌解的或有较大误差的数值模式
,

有

时能得到和模式相协调的初始场
,

有时则不能
。

因此在进行四维同化时
,

最好也进行下面

的工作
。

要对模式的动力学性质作些分析
,

如果模式解对初值非常敏感
,

模式只有一定的可预

报期限
,

则资料同化的时段必须选取在可预报期限之内
。

从而可预报期限也可称之为可反

演时段
。

一旦超出此区限
,

则四维同化的工作可能没有意义
。

但对于 L or en
z
系统

,

相空间

不同位置
,

同化效果不同也给我们有益的启示
。

例如对于中长期数值延伸预报
,

事先作好

可预报技巧的预报对于四维同化也有指导意义
。

如果本来可预报性太差
,

则无论用多么好

的四维同化方法都难以得到一个和模式相协调的初始场
。

实际的数值模式必然存在着误差
。

如果误差足够大
,

有可能使同化后得到的解和模式

方程不相匹配
。

在这种情况下
,

最好是认为模式方程中某些系数也未知
,

或已知这些系数

的初估值
,

有待进一步修正
。

同化时对模式初值或模式中系数同时进行反演
,

则可使同化

效果大大改进
,

这对实际预报模式是具有参考意义的
,

这也是共扼变分同化的优点之一
。

5 结语

本文用 L or en
z
系统作了变分同化的数值试验

。

即把模式初值作为控制变量来极小化

度量了模式解和观测之间距离的目标泛函数
,

反演最优的初值
。

通过试验可得到如下一些

结论
:

(1) 数值模式的非线性作用愈强
,

模式对初值的敏感性程度愈强
,

则变分同化的困难

愈大
。

对处于混沌态的 L or en
z
系统

,

相空间中不同的位置对初值敏感性程度不同
,

导致可

反演性的程度也不同
。

(2 ) 变分同化中的可反演性的概念和数值预报 中可预报期限的概念是联系在一起

的
,

可预报性好的模式
,

对初值的可反演性也愈强
。

即比较容易从分布于一段时间的观测

资料中尽可能多地提取时间演变的信息
,

得到和动力学模式相协调的初始场
。

(3) 在做变分同化的同时对模式方程一些未知项 (如未知参数
、

强迫项等 )也同时进

行修正
,

则可使预报效果大大提高
。
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应该指出的是
,

本文所有的结果都是基于 Lor en
z
系统的数值试验得出的

。

对于实际

的预报模式
,

估计结论应该不会相差太大
,

我们将用实际的大气预报模式做进一步的数值

试验
。
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