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摘　要　Box -Cox 变换主要用于得到近似正态分布的随机变量。线性模型中的响应

(因)变量 Y (或经过变换的 Y ) 通常建立在精确测量无误差的独立变量集上。本文研

究独立变量中的测量误差(即变量中误差)对Box-Cox 变换中参数估计的影响。研究

结果表明,忽略变量中的误差将产生变换参数估计的偏离,该结论由分析论证和随机

模拟得以支持。
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线性模型响应变量 Y 中的随机干扰 e,通常假定是服从正态分布的。若不满足该条件, 就

要用响应变量的某些变换使之满足。常用的变换是 Box 和 Cox 提出的
〔1〕,尽管许多学者对其

作了新的改进
〔2〕

, 但至今最常用的仍是他们最初提出的方法。

通常假定, 在 Box -Cox 方法中的线性模型预报因子变量是精确测量或无明显误差的。当

预报因子变量中出现测量误差时,就要考虑测量误差的技巧〔3～7〕。本文的目的主要研究测量误

差对正值响应变量 Y 作Box-Cox 变换时的影响。发现, 当忽略预报因子变量中的误差时, Box-

Cox 方法中参数的极大似然估计将产生偏离,但若考虑测量误差时,则 Box -Cox 方法仍有效。

1　背景和方法

1. 1　Box-Cox变换

Box -Cox 变换广泛地应用于正值响应变量 Y 的正态化, Box-Cox 变换为:

W =

Y
K - 1
K , K≠ 0

lnY , K= 0

( 1)

其中, K即为 Box -Cox 变换参数。

Box 和 Cox 讨论了在线性模型

W = XB+ e ( 2)

式中, K、B和 R2
e的极大似然估计

〔1〕
,其中W= ( W 1, W 2, ⋯, W n )′, X为 n×p 回归变量矩阵, B为

p×1未知回归系数向量, e～N ( 0, R2
eI )。

1. 2　变量中的误差

假定在模型( 2)的预报因子变量的测量中出现随机误差, 即



X = x + Dx

其中x为不可观测的真正的非随机的预报因子变量矩阵, Dx为随机误差矩阵,假定 w与x间存

在真正的线性关系,方程中无误差,即

wi = xiBi
(Wi, X i) = ( wi, xi) + ( ei , Dx

i
) , Ei = ( ei, Dx

i
)

( i = 1,⋯, n)　( 3)

该模型属函数变式
〔3, 7〕

, 对这种变式中的参数估计,通常假定测量误差协方差阵已知,该假定亦

适用于带有变量中误差的 Box -Cox 变换, 而模型误差 e的方差未知。

1. 3　估计结果

现考虑带有变量中误差又经过 Box -Cox 变换的线性模型中的参数估计。

假定模型( 3)中

Ei ～ N ( 0, 2 EE) , 2 EE=
R2

0

0 #xx

其中, #xx为已知的预报因子变量中误差协方差阵; R2
为未知的模型方差。令矩估计量

#dXX = 1
n∑

n

i= 1

X′iX i, #dXW = 1
n∑

n

i= 1

X′iWi, RdWW = 1
n∑

n

i= 1

W
2
i

在模型( 3)中,假定所有矩估计量皆以概率 1收敛,则对 B、R2 和 x有以下矩估计量
〔3, 7〕

Bd(K) = ( #dXX - #xx ) - 1#dXW

Rd2 (K) = RdWW - Bd′#dXW = RdWW - #d′XW( #dXX - #dxx ) - 1#dXW
x
d
i( K) = (WiBd′+ Rd2

X i#- 1
xx ) ( BdBd′+ R2#- 1

xx ) - 1,　i = 1,⋯, n

( 4)

( 4)中后两式中的 B= B(K) , R2= R2( K)。由( 4)可知,带有变量中误差且因变量又经 Box -Cox 变

换的线性模型中的参数估计是变换参数 K的函数。
与一般论述方法不同, 先作随机模拟, 再对模拟结果作理论分析。

2　随机模拟

本文设计了一个随机模拟试验, 用来评价和比较在 Box -Cox 变换中考虑或不考虑变量中

误差的差异。

由于对所设计的回归函数、密度、样本容量、模型误差和测量误差大小,都有许多可能的选

择,为能说明问题,必须作一定的限制。本文仅讨论带有变量中误差的两个独立连续预报因子

变量的线性模型, 两个预报因子变量的测量误差方差已知,对连续正值因变量 Y 作 Box-Cox

变换 (实际上,是对已产生的适当正态随机数 W ,相应给定的不同变换参数 K, 作 Box -Cox 逆

变换而得到 Y )。

用对每个预报因子变量的可靠性比 r 确定测量误差的大小,可靠性比 r 是真正预报因子

变量与可观测预报因子变量的方差比。用百分比误差 ( 100( 1- r ) %) 表示测量误差大小。我

们在随机模拟中,可靠性比 r 分别选了 0. 95, 0. 90, 0. 85, 0. 80, 0. 75, 0. 70, 0. 65 和0. 60,

故相应的百分比误差为 5%, 10% , 15%, 20%, 25% , 30% , 35% 和 40%。

对以下模型作了 500 次随机模拟试验, 它们的样本容量分别为 50, 100, 500。
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W i =

Y
K
i - 1
K , K≠ 0

lnY i, K= 0

= B1x 1i + B2x 2i + ei

X i = ( x 1i, x 2i) + ( Dx
1
i, Dx

2
i) = xi + Dxi, i = 1,⋯, n

( 5)

试验时,分别取 K= - 1, 0(对数变换) , 1, 2; x 1～N ( 50, r / ( 1- r) ) , x 2～N ( 50, r / ( 1- r ) )相

互独立; ei～N ( 0, R2
) , Dx～N ( 0, I) , i= 1, ⋯, n, r= 可靠性比, B1= B2= 0. 7, R2

= 1。即 x 1, x 2

分别由均值为 50、方差为 r / ( 1- r) 的正态分布产生。重点是比较模型中考虑和不考虑变量中

误差所得的不同结果。为简单起见,取 x 1, x 2 同分布和 B1= B2 ,这样,模型既简单又不影响重点

问题的说明和论证,而误差 e 由均值为 0、方差为 1 的正态分布产生。x 1 , x 2 均值取 50 是为保

证 Y i 取正值,若产生了负的 Yi (或小于 0. 01%) , 则舍弃而代之以新产生的值。在 486微机上,

在 GAU SS矩阵语言系统支持下进行随机模拟试验,正态随机数由过程 RNDN 产生。

在无变量中误差的模型( 2)中, K的极大似然估计 Kd由解下式而得

max
K

{ - n
2

logRd2
e(K) + (K- 1)∑

n

i= 1

logY i} ( 6)

其中常数项已省略,而

Rd2
e = W′( I - X( X′X )

- 1
X′)W)

n

　　在有变量中误差的模型( 3)中,由第二节可知, K的极大似然估计由解下式而得

max
K

{ -
n
2

logRd2(K) -
1
2∑

n

i= 1

( Xi - x
d
i(K) ) #- 1

XX ( Xi - x
d
i( K) )′+ (K- 1)∑

n

i= 1

logY i} ( 7)

其中常数项也已省略, 而

Rd2 = RdWW - Bd#dXW

( 7)式中的中间项指出了估计真正不可观测预报因子变量 x i, i= 1,⋯, n 对极大似然函数的贡

献,它渐近地趋于常数,故当大样本时可忽略之。

图 1仅给出了样本容量分别取 n= 50, 500 和 K= - 1, 0 (对数变换) , 1和 2时, Box-Cox

变换参数 K极大似然估计的 500次模拟数据平均值关于不同测量误差百分比的关系图。虚线

是用第二节所述的估计方法对带有变量中误差的模型估计 K的情况, 实线是不考虑变量中误

差模型的相应情况。图中在平均值上的纵短线为 95%的置信区间。由图可知, 在 K= - 1, 1和

2时, 随着测量误差百分比从 0到 40%的增加,不考虑测量误差模型 K的估计 Kd相对于 K真值
的偏离 DK( r) 从 5% 增加到 70% , 而考虑测量误差模型K的估计基本上在 K的真值附近,几乎

没有偏离,在 K= 0 (对数变换) ,两者基本一致。因此,若用 Box -Cox 变换的对数变换( K= 0 )

时,考虑测量误差与否对参数估计无多大影响, 但若用 Box -Cox 变换的非对数变换时,则应考

虑用带有变量中误差的模型。

3　结果分析

对以上模拟结果,可以分别用预报因子变量真值求 K的极大似然估计和用带有变量中误

差的观测值求 K的极大似然估计。对这两种情况下所得到的极大似然估计用分析方法作比较,

就可明白为什么在不考虑变量中误差的线性模型中, Box -Cox 变换参数 K的极大似然估计相
对于其真值, 对应于变量中误差线性模型的不同误差存在不同偏离 DK( r )。假设预报因子真值

模型为
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图 1　Box -Cox 变换参数 K极大似然估计平均值和误差百分比

(虚线带有变量中误差, 实线不带有变量中误差)

Fig. 1　M ean values est imated by maximum likelihood of Box-Cox

parameter Kand the percentage errors, w ith errors ( no errors)

in the variable included denoted by dot ted ( solid) line

W=

Y
K
- 1
K , K≠ 0

lnY , K= 0

= xB1 + e1 ( 8)
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而带有变量中误差的模型为

W=

Y
K
- 1
K , K≠ 0

lnY , K= 0

= XB2 + e2 ( 9)

x为预报因子真值变量矩阵,而X= x+ Dx为带有测量误差的预报因子观测矩阵, B1 , B2 皆为 p

×1 未知回归系数向量, e1～N ( 0, R2
1I ) , e2～N ( 0, R2

2I) , 对应 ( 8) 和 ( 9) 关于K的极大似然方
程分别为

max
K

{ -
n
2

logRd2
1(K) + (K- 1)∑

n

i= 1
logY i} ( 10)

max
K

{ -
n
2 logRd2

2(K) + (K- 1)∑
n

i= 1
logY i} ( 11)

由上两式可知, 对( 10)和( 11) 的比较可简化为

Rd21 (K) =
W′( I - x( x′x) - 1

x′)W
n

和

Rd2
2(K) = W′( I - X( X′X )

- 1
X′)W

n

的比较。为此,利用渐近性概念,由 ( 4) 和大数定律得

P lim
n→∞

Rd21 (K) = RWW(K) - #XW′( #XX - #xx ) - 1#XW ( 12)

P lim
n→∞

Rd22 (K) = RWW(K) - #XW′#- 1
XX#XW ( 13)

其中, #XX、#XW和 RWW分别为 #dXX、#dXW和 RdWW的相应渐近极限,在随机模拟时, 令预报因子变量间

是相互独立的(在线性模型 ( 2) 中,若假定预报因子变量间相互独立, 即使矩估计量 #dXX不一
定为对角阵,但其渐近极限 #XX在变量独立的假定下应为对角阵,因而 #xx也是对角阵)。因此

#XX和 #xx为对角阵, 则 #XX的元素比( #XX- #xx )的相应元素小, 故在模型( 9)中, Rd22 (K) 的渐近极

限是参数 K的函数,它“偏移”至 Rd21 (K)的渐近极限相应参数的右边。而这种“偏移”导致了在不
考虑变量中误差线性模型中 Box -Cox 变换参数 K的极大似然估计对应于考虑变量中误差的线
性模型中不同误差的不同偏离 DK( r )。

由随机模拟可知,带有变量中误差线性模型中 Box-Cox 变换参数 K的极大似然估计 Kd, 不
论百分比误差多大,对应其真值几乎无偏离 DK( r)≈0(见图 1的虚线) ; 而不带有变量中误差线

性模型中Box-Cox 变换参数 K的极大似然估计 Kd,百分比误差 ( 100( 1- r ) % ) 越大,则相应的

偏离 DK( r) 也越大 (见图 1的实线)。
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BOX-COX TRANSFORMATION USED IN NON-NORMAL

MODEL WITH ERRORS-IN-VARIABLES

L�Chunlian
( Department of Basic Courses, NIM , Nanj in g　210044)

Chen Shunhua
( Department of Atmospheric Physics, NIM , Nanjing　210044)

Abstract　The Box-Cox transform at ion is widely used for obtaining an approx im ate normally-

distributed random variable. In a linear model set t ing, a responsive dependent variable Y ( or

transformed Y ) is built on a set of independent variables, usually assumed to be measured with

no error. This paper invest igates the effects of measurem ent error in independent variables

( known as errors-in-variables) on parameter est imate for the t ransformation. Ignoring such error

in independent variables w ill cause biased t ransformation parameter est imate in g eneral, a

conclusion that is supported by analyt ical arguments and stochast ical simulat ion.

Keywords　 Box -Cox transformation, errors-in-variables, non-normal, maximum likelihood

est im at ion, random simulation
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