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摘要:针对饱和多孔介质中热弹性波的传播特性问题,基于多孔介质理论和广义的热弹性模型,研

究平面S波在饱和多孔热弹性介质边界上的反射问题.以考虑流Ｇ固耦合的饱和多孔介质波动方

程和热Ｇ弹耦合的广义热弹性基本方程出发,建立饱和多孔介质的热Ｇ流Ｇ固耦合弹性波动模型.通

过引入势函数并考虑自由透水和绝热的边界条件,经过理论推导最终给出在饱和多孔热弹性介质

边界上的四种反射波的振幅反射率的理论表达式.在此基础上进行数值计算,分别讨论平面S波

的入射频率、入射角和热膨胀系数等参数对四种反射波的振幅反射率的影响情况.结果表明:各反

射波的振幅反射率分别随频率和热膨胀系数的增大而增大,同时也受到平面S波入射角变化的影

响.该结论对于土动力学的理论研究及其相关的工程勘探具有一定的指导意义.
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Abstract:TosolvetheproblemofpropagationcharacteristicsofthermoＧelasticwavesinsaturated
porousmedia,basedonthetheoryofporousmediaandthegeneralizedthermoＧelasticitymodel,

thereflectionproblemofplaneSwavesattheboundaryofsaturatedporousthermoＧelasticmedia
isstudiedinthispaper．ThethermalＧfluidＧsolidcouplingmodelofelasticwavesinsaturatedporＧ
ousmediaisestablished,basedonthewaveequationsforsaturatedporousmediaconsideringfluＧ



idＧsolidcouplingandthegeneralizedthermoＧelasticbasicequationsconsideringthermalＧelastic
coupling．Byintroducingthepotentialfunctionandconsideringtheadiabaticboundaryconditions
offreeＧwaterpermeability,thetheoreticalexpressionsofamplitudereflectivityoffourreflection
wavesontheboundaryofsaturatedporousthermoＧelasticmediaaregivenbytheoreticalderivaＧ
tion．Theeffectsofsomeparameters,i．e．,theincidentfrequencyofplaneSwaves,theincident
angle,andthethermalexpansioncoefficient,onamplitudereflectivityofthefourreflection
wavesareanalyzedbynumericalcalculation．Resultsshowedthattheamplitudereflectivityof
eachreflectedwaveincreaseswithincreasingfrequencyandthermalexpansioncoefficient,andis
alsoaffectedbythechangeofincidentangleoftheplaneSＧwave．Theseconclusionsaresignificant
fortheoreticalresearchintosoildynamicsandrelatedexploratoryprojects．
Keywords:saturatedporousmedium;thermoＧelasticity;planeSＧwave;elasticwavereflection;

soildynamics

０　引言

随着石油工程、化工、路面工程和核废料管理等

领域的快速发展,饱和多孔热弹性介质中的波的传

播和反射问题已经引起了人们的广泛关注.BiＧ
ot[１Ｇ２]首先建立了在等温和高低频条件下流体饱和

多孔弹性介质中波传播的理论框架.随后国内外众

多学者[３Ｇ９]借助经典的Biot波动理论从不同角度对

不耦合热的两相饱和多孔弹性介质中波的传播特性

进行了大量的研究工作.与等温条件下的多孔介质

相比较,饱和多孔热弹性介质由于孔隙中的流Ｇ固两

相的相互作用以及热和力之间的相互耦合,故而其

波动响应问题变得更为复杂.Pecker等[１０]研究了

温度对液饱和多孔弹性介质中体波的传播特性的影

响,并给出了相应的方程,但没有考虑面波的传播行

为.Singh[１１]基于 Youssef提出的热弹性理论,研
究了饱和多孔热弹性介质中面波的传播特性,但该

模型比较复杂,其中一些物理参数的意义不够明确.
刘干斌等[１２,１３]基于 Biot波动理论及热弹性动力理

论,建立了饱和多孔弹性介质热Ｇ流Ｇ固完全耦合的

动力响应模型及控制方程,对饱和多孔弹性介质的

热动力响应进行了研究.
虽然目前国内外学者[１４Ｇ２２]针对饱和多孔弹性介

质中波的传播和反射问题做了一些研究,但对弹性

波在饱和多孔热弹性介质中的反射问题涉及较少.
因此,对于弹性波在饱和多孔热弹性介质表面的反

射问题的研究显得十分重要.本文在热Ｇ流Ｇ固耦合

动力响应模型的基础上,建立了饱和多孔热弹性介

质的热Ｇ流Ｇ固耦合波动方程,通过引入势函数并结

合位移矢量和边界条件,推导得到了向饱和多孔热

弹性介质边界入射平面S波后各反射波振幅反射率

的理论表达式,最后通过参数分析讨论了土体热膨

胀系数、入射频率和入射角对各反射波的影响.

１　饱和多孔热弹性介质波动方程

饱和多孔介质中热弹性本构关系可表示为[１２]:

σij ＝λeδij ＋２μεij －αpwδij －Kacθδij　 (１)
式中:δij 为 Kronecker符号;σij 为总应力;εij 为应

变;e为体应变;λ 和μ 为多孔弹性介质的 Lamb常

数;pw 为孔隙水压力;α＝１－K/Ks(α≤１)为饱和

多孔介质的压缩系数,Ks 为固体颗粒的体积模量

(GPa);K＝λ＋２μ/３为土体在排水条件下的体积模

量(GPa);ac 为土体的热膨胀系数(℃－１);θ＝T －
T０ 为温度变化量,T 和T０ 分别为绝对温度和初始

温度(℃).
忽略体积力后,饱和多孔介质的运动方程可以

表示为:

σij,j ＝ρ̈ui＋ρẅwi　 (２)
式中:ui 和wi 分别表示i方向的位移和流体的相对

位移;ρ＝(１－n)ρs＋nρw 为饱和多孔介质的密度,ρs

和ρw 分别为固体颗粒和流体的密度(kg/m３),n 为

孔隙率.
应变关系为:

εij ＝
１
２

(ui,j ＋uj,i)　 (３)

　　 考虑温度的影响下,饱和多孔介质的渗流方程

为[１２]:

ṗw ＝M (̇ξ－α̇e＋au̇θ)　 (４)
式中:M 为Biot模量,１/M ＝n/Kw ＋(α－n)/Ks,

Kw 为流体的体积模量(GPa);ξ为流体相对应变;au

＝naw＋(１－n)as－(１－α)ac,as和aw 分别为固体

颗粒和孔隙水的热膨胀系数(℃－１).
非等温条件下饱和多孔介质的液相连续方程

６０１　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　地　震　工　程　学　报　　　　　　　　　　　　　　　　　２０２１年



为[１２]:

－▽pw ＝ρw

nẅ＋ρẅu＋ρwg
kl

ẇ＋ρwg
kl

DT▽θ (５)

式中:kl 为饱和多孔介质的渗透系数(m/s);DT 为

热力渗透作用系数(m２/s℃),反映饱和多孔介质

中 温 度 梯 度 对 渗 流 的 影 响;g 为 重 力 加 速 度

(m/s２).
根据广义的热弹性理论,饱和多孔介质中的热

传导方程可以表示为[２３]:

　　k▽２θ＝C(̇θ＋t０̈θ)＋KacT０(̇e＋t０̈e)－

auT０(̇pw ＋t０̈pw) (６)
式中:k＝(１－n)ks＋nkw 为饱和多孔热弹性介质的

热传导系数,ks和kw 分别为固体颗粒和孔隙中流体

的热传导系数(J/sm℃);C ＝(１－n)ρscs ＋
nρwcw 为土体比热(J/m３℃),cs 和cw 分别为固体

颗粒和孔隙流体的比热(J/kg℃);t０ 为松弛时间

(s).式(６)为温度控制方程,与运动控制方程式

(２),(４)和式(５)相互耦合.由于经典的温度控制方

程采用Fourier热传导定律,因此温度控制方程为

扩散方程,表示热以无限大速度传播,与物理事实不

相符,而式(６)考虑了热波(T波)的有限传播速度,
描述了一个有限速度的弹性波与有限速度的热波的

耦合系统.
结合式(１)~(６),经过推导可以得到饱和多孔

热弹性介质的波动方程为:

μ▽２u＋a１１▽e＋a１２▽ξ＋a１３▽θ＝ρ̈ui＋ρẅwi

(７a)

a２１▽e＋a２２▽ξ＋a２３▽θ＝ρẅu＋ρw

nẅ＋ρwg
kl

ẇ

(７b)

a３１(̇e＋t０̈e)＋a３２(̇ξ＋t０̈ξ＋a３３(̇θ＋t０̈θ)＝k▽２θ
(７c)

式中:

a１１＝λ＋α２M ＋μ;a１２＝－αM;

a１３＝－(αauM ＋Kac);a２１＝αM;a２２＝－M;

a２３＝－(auM ＋ρwgDT/kl);

a３１＝(Kac＋ααuM)T０;

a３２＝－auT０M;a３３＝C－a２
uT０M

由平面波条件e＝divu和ξ＝－divw 可得到位

移矢量形式的饱和多孔热弹性介质的波动方程为:

μ▽２u＋a１１▽(▽u)－a１２▽(▽w)＋

a１３▽θ＝ρ̈ui＋ρẅwi (８a)

a２１▽(▽u)－a２２▽(▽w)＋a２３▽θ＝

ρẅu＋ρw

nẅ＋ρwg
kl

ẇ (８b)

a３１▽(̇u＋t０̈u)－a３２▽(̇w＋t０̈w)＋

a３３(̇θ＋t０̈θ)＝k▽２θ (８c)
为便 于 分 析,引 进 两 相 介 质 位 移 矢 量 的

Helmholtz分解形式,即:

u＝▽ψs ＋▽×Hs　 (９a)

w＝▽ψw ＋▽×Hw　 (９b)
式中:ψs 和ψw 分别为固体骨架、孔隙水的标量势函

数;Hs 和Hw 分别为固体骨架、孔隙水矢量势函

数.其中:

ψs＝Bsexp[i(kpnr－ωt)]　 (１０a)

ψw ＝Bwexp[i(kpnr－ωt)]　 (１０b)

Hs＝Csexp[i(ksnr－ωt)]　 (１０c)

Hw ＝Cwexp[i(ksnr－ωt)]　 (１０d)
设 T波的势函数方程为:

θ＝BTexp[i(kpnr－ωt)]　 (１１)
式中:Bβ(β＝s,w)、BT 和Cβ 为相应的势函数幅值;

i＝ －１;kp 和ks分别为压缩波和剪切波的波数;ω
为频率;n 为方向矢量;r为位置矢量.

将式(９a)、(９b)和(１１)代入式(８a)~(８c),并对

方程两端进行散度和旋度运算,将波动方程解耦得

到以下特征方程:

b１１ b１２ b１３

b２１ b２２ b２３

b３１ b３２ b３３

＝０　 (１２a)

c１１ c１２

c２１ c２２
＝０　 (１２b)

其中,式(１２a)和(１２b)分别表示饱和多孔热弹性介

质中的压缩波和剪切波的特征方程,两个特征方程

中的元素分别表示为:

b１１＝(a１１＋μ)k２
p－ρω２;b１２＝－a１２k２

p－ρwω２;

b１３＝－a１３;b２１＝a２１k２
p－ρwω２;b２３＝－a２３;

b２２＝－a２２k２
p－ρwω２/n－ρwgiω/kl;

b３１＝a３１(t０ω２＋iω)k２
p;b３２＝－a３２(t０ω２＋iω)k２

p;

b３３＝kk２
p－a３３(t０ω２＋iω);

c１１＝－μk２
s＋ρω２;c１２＝c２１＝ρwω２;

c２２＝ρwω２/n＋ρwgiω/kl.
式中:kp 和ks 分别表示饱和多孔热弹性介质中P波

和S波的复波数.
对于式(１２a)可以解出６个不同的复波数kp＝
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Re(kp)＋iIm(kp),式(１２b)可以解出两个不同的

复波数ks＝Re(ks)＋iIm(ks),其中Re和Im分别为

实部和虚部,Re反映常规波数,Im 反映波的衰减特

性.由于振幅沿着波传播的方向衰减,则Im(kp)＞
０,Im(ks)＞０,故而kp只有３个有意义的复根,其中

两个为压缩P１ 波和P２ 波的复波数kp１ 和kp２,第三个

为 T波(热波)的复波数kp３,而ks 只有１个有意义

的复根,即为剪切S波的复波数.

２　S波的反射问题

２．１　热弹性波的势方程

设饱和多孔热弹性地基中频率为ω 的平面 S
波以任意角度αrs入射至边界处,在边界处将产生四

种反射波(反射P１ 波、反射P２ 波、反射 T波和反射

S波),如图１所示.

图１　平面S波的反射示意图

Fig．１　ReflectiondiagramofplaneSＧwave

对于饱和多孔热弹性介质,即z≥０的部分,则
有入射S波的势函数:

Hβ
r ＝Cβ

rsexp[ikrs(lrsx－nrsz－vrst)]　
(１３a)

反射S波的势函数:

Hβ
f ＝Cβ

fsexp[ikfs(lfsx＋nfsz－vfst)]　
(１３b)

反射P波的势函数:

ψβ
f＝Bβ

fp１exp[ikfp１(lfp１x＋nfp１z－vfp１t)]＋
Bβ

fp２exp[ikfp２(lfp２x＋nfp２z－vfp２t)]＋
Bβ

fp３exp[ikfp３(lfp３x＋nfp３z－vfp３t)] (１３c)
反射 T波的势函数:

θf＝BT
fp１exp[ikfp１(lfp１x＋nfp１z－vfp１t)]＋

BT
fp２exp[ikfp２(lfp２x＋nfp２z－vfp２t)]＋

BT
fp３exp[ikfp３(lfp３x＋nfp３z－vfp３t)] (１３d)

式中:krs 和vrs 分别表示入射S波的波数和波速;kfs

和vfs 分别表示反射S波的波数和波速;kfp１、kfp２ 和

kfp３ 分别表示反射P１ 波、P２ 波和T波的波数;vfp１、vfp２

和vfp３ 分别表示反射P１ 波、P２ 波和T波的波速.
将式(１０)和(１１)代入式(１２),可以推导出饱和

多孔热弹性介质中的P波、T波和S波在不同介质

中的势函数幅值比例关系如下:

δwγ ＝
Bw

fpγ

Bs
fpγ

＝
b(γ)

１１b(γ)
２３ －b(γ)

２１b(γ)
１３

b(γ)
２２b(γ)

１３ －b(γ)
１２b(γ)

２３
　 (１４a)

δTγ ＝
BT

fpγ

Bs
fpγ

＝
b(γ)

３２b(γ)
２１ －b(γ)

２２b(γ)
３１

b(γ)
２２b(γ)

３３ －b(γ)
２３b(γ)

３２
　 (１４b)

式中:γ＝１,２,３.

２．２　 边界条件

考虑地表为自由透水、绝热边界,则在地表z＝
０处有以下边界条件:

σzz＝０,σxz＝０,Pw ＝０,∂θ
∂z＝０　 (１５)

其中

σzz＝(λ＋α２M)▽２ψs＋２μ
∂２ψs

∂z２ ＋
∂２Hs

∂x∂z
æ

è
ç

ö

ø
÷＋

αM▽２ψw －(αauM ＋Kac)θ (１６a)

σxz＝μ ２
∂２ψs

∂x∂z＋
∂２Hs

∂x２ －
∂２Hs

∂z２
æ

è
ç

ö

ø
÷ 　 (１６b)

pw ＝－αM▽２ψs＋M▽２ψw ＋auMθ　 (１６c)
将式(１３a)~ (１３d)代入式(１６a)~ (１６c)并结

合边界条件式(１５),略去公共项后可得如下矩阵形

式的各幅值之间的关系式:
[D][Bs

fp１,Bs
fp２,Bs

fp３,Cs
fs]T ＝Cs

rs[E]　 (１７)
式中:上标T表示转置,[D]为４×４阶矩阵,[E]为

４×１阶矩阵,其中的元素分别为:

　　d１１＝(λ＋α２M ＋２μn２
fp１＋αMδw１)k２

fp１＋
(αauM ＋Kac)δT１;

　　d１２＝(λ＋α２M ＋２μn２
fp２＋αMδw２)k２

fp２＋
(αauM ＋Kac)δT２;

　　d１３＝(λ＋α２M ＋２μn２
fp３＋αMδw３)k２

fp３＋
(αauM ＋Kac)δT３;

d１４＝２μlfsnfsk２
fs;d２１＝２μlfp１nfp１k２

fp１;

d２２＝２μlfp２nfp２k２
fp２;d２３＝２μlfp３nfp３k２

fp３;

d２４＝μ(１－２n２
fs)k２

fs;

d３１＝(αM －Mδw１)k２
fp１＋auMδT１;

d３２＝(αM －Mδw２)k２
fp２＋auMδT２;

d３３＝(αM －Mδw３)k２
fp３＋auMδT３;d３４＝d４４＝０;

d４１＝n２
fp１δT１k２

fp１;d４２＝n２
fp２δT２k２

fp２;d４３＝n２
fp３δT３k２

fp３;

e１＝２μlrsnrsk２
rs;e２＝(１－２l２

rs)μk２
rs;e３＝e４＝０.

设入射波的固相位移幅值为１,即Cs
rs＝１,则边

界处的四种反射波的振幅反射率可分别表示为:

nfp１＝
Bs

fp１

Cs
rs

,nfp２＝
Bs

fp２

Cs
rs

,nfT ＝
Bs

fp３

Cs
rs

,nfs＝
Cs

fs

Cs
rs

(１８)
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式中:nfp１、nfp２、nfT 和nfs 分别表示反射P１ 波、反射

P２ 波、反射 T波和反射S波的振幅反射率.

３　数值计算与讨论

为研究平面S波在饱和多孔热弹性介质自由边

界上的反射特性,对式(１７)中的四个反射波势函数

幅值Bs
fp１、Bs

fp２、Bs
fp３和Cs

fs进行求解,并结合式(１８)
求得四种反射波的振幅反射率nfp１、nfp２、nfT和nfs.
利用数值算例分析了各反射波的振幅反射率受频

率、热膨胀系数和入射角度变化的影响.若无特殊

说明,数值算例中所采用的热物理参数的取值均以

表１所选取的数值考虑.

表１　介质的材料参数

Table１　Materialparametersofmedia
符号 取值/单位 符号 取值/单位 符号 取值/单位

λ ４．４/GPa ρs ２６５０/(kgm３) cs ９４０/(Jkg－１℃－１)

μ ２．８/GPa ρw ８２０/(kgm－３) cw ４２００/(Jkg－１℃－１)

Ks ３６/GPa g ９．８/(ms－２) n ０．４
Kw ２/GPa T０ ２７/℃ DT ２．７×１０－１１/(m２s－１℃ －１)

ac ３．０×１０－５/℃ －１ t０ ０．００１/s kl １．０×１０－４/(ms－１)

as ３．０×１０－５/℃ －１ ks ３．２９/(Js－１m－１℃ －１) ω ５００/(rads－１)

aw ３．０×１０－４/℃－１ kw ０．５８２J/(sm℃)

　　图２分别表示在不同入射频率条件下地基边界

处各反射波的振幅反射率随平面S波入射角度的变

化曲线.图２表明,入射角的变化对各波的振幅反射

率均有较明显的影响.当平面S波的入射角为０°,即

图２　不同频率下各波振幅反射率随入射角的变化

Fig．２　Variationoftheamplitudereflectionratioofdifferentreflectedwavewithincidentangleunderdifferentfrequencies
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平面S波垂直入射至饱和多孔热弹性介质的边界

时,只存在反射S波,且其振幅反射率为１.随着入

射角的增大,反射 P１ 波、反射 P２ 波和反射 T 波的

振幅反射率均随之增大,当入射角达到某一临界角

时其振幅反射率开始减小.而反射S波的振幅反射

率随着入射角的增大而减小,且已有研究表明当入

射角达到某一值时,其振幅反射率将增大.此外,由
图２可以看出平面S波的入射频率对各反射波的振

幅反射率亦有较大影响,主要表现为四种反射波的

振幅反射率均随着入射频率的增大而增大.同时,
可以看出在同一入射角和入射频率下,四种反射波

的振幅反射率按由大到小的次序排列依次为反射S
波、反射P１ 波、反射P２ 波和反射 T波.

图３分别给出了在不同热膨胀系数的饱和多孔

热弹性介质的边界上四种反射波随平面S波入射角

度大小的变化曲线.图３中四种反射波的振幅反射

率随平面S波入射角的变化曲线与图２计算结果保

持一致.由图３可知,饱和多孔介质的热膨胀系数

对四种反射波的振幅反射率均有不同程度的影响,
其中热膨胀系数对反射P１ 波的影响最为显著.可

以看出,当热膨胀系数au 从２．０×１０－４℃－１增大到

４．０×１０－４℃－１时,四种反射波的振幅反射率均有不

图３　不同热膨胀系数下各波振幅反射率随入射角的变化

Fig．３　Variationoftheamplitudereflectionratioofdifferentreflectedwavewith
incidentangleunderdifferentthermalexpansioncoefficients

同程度的增大,且反射P１ 波和反射S波的振幅反射

率的增大幅度与反射P２ 波和反射T波的振幅反射率

的增大幅度相差多个数量级.这是由于在饱和多孔

介质中,热膨胀系数对于P１ 波有着很大影响,而其对

P２ 波、T波和S波的影响基本可以忽略不计[２３].

４　结语

本文基于多孔介质理论和广义热弹性模型,研
究平面S波由饱和多孔热弹性介质向其边界入射并

发生反射情形下,入射波频率、土体热膨胀系数和入
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射角对四种弹性反射波的振幅反射率的影响.通过

数值算例并结合参数分析,得到以下结论:
(１)平面S波的入射角对四种反射波的振幅反

射率均有较大影响.当平面S波垂直入射时,只存

在反射S波.
(２)平面S波入射频率的变化对四种反射波的

振幅反射率亦有显著影响,随着入射波频率的增大,
四种反射波的振幅反射率亦将增大.

(３)四种反射波的振幅反射率均随着饱和土体

的热膨胀系数的增大而呈不同程度的增大.
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