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砂土的动态空间滑动面及其强度准则适应性研究①
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摘要:在砂土真三轴试验的基础上根据传统强度准则建立空间滑动面的原理,提出了多种动态空间

滑动面并建立相应的强度准则;对比分析传统强度理论和新建立的强度准则与真三轴砂土试验资

料之间的差异和优劣,定量指出各个准则的强度误差。结果表明,砂土在复杂应力条件下各个强度

准则在描述砂土复杂应力条件下均能体现一定的规律性,但各个强度准则均存在一定误差,其常数

项均表现出一定的变化,3σ动态空间滑动面准则表现出较好的一致性。
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Abstract:Inpracticalgeotechnicalengineering,widelyusedstrengthcriteriaincludetheMohr-
Coulomb,Drucker-Prager,and Matsuoka-Nakaicriteria.Theseguidelinesdefinethelawsthat
shouldbeobeyedbythestressonacertainspatiallymobilizedplanewhengeotechnicalmaterials
aredamaged.Theseplaneshavedifferentcharacteristics.ThespatiallymobilizedplaneoftheMo-
hr-Coulombcriterionisorthogonalwithlargeandsmallprincipalstressplanes,andtheanglebe-
tweenthemajorprincipalstressplanesis45°+φ/2.Itisassumedthattheratiobetweentheshear
stressandthenormalstressontheplaneisconstant;then,theMohr-Coulombcriterioncanbeob-
tained.TheDrucker-Pragercriteriondescribesthelawthatshouldbeobeyedbytheprincipal
stressonanoctahedralplanewhengeotechnicalmaterialisdamaged.Thatis,theratiobetween
shearstressandnormalstressonanoctahedralplaneisconstantwhenthegeotechnicalmaterialis
damaged.Theplanewiththesamenormalstressisorthogonalwiththetendencyofgeometric
space,andtheanglebetweentheaxesisthesame.Ifacorneroftheorthogonalhexahedralprinci-
palstressunitislocatedintheoriginoftheaxesofathree-dimensionalgeometricspace,thena
45°angleispresentbetweentheslidingsurfacesinthespaceofthreeorthogonalplanesintersec-
tingthelinewiththeaxis.BasedontheMohr-Coulombcriterion,theMatsuoka-Nakaicriterion
presentsaspatiallymobilizedplane(SMP)withnon-fixednormalstress.TheSMPischangedwith
thechangesinprincipalstress.Theintersectionbetweentheunitofmainstressinthespatially

mobilizedplaneandtheaxisofthree-dimensionalgeometricspaceisrespectively σ1,k σ2 and
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k σ3,iftheintersectionisrespectivelyk(σ1)n、k(σ2)nandk(σ3)n.Then,thespatiallymo-
bilizedplanecanbeexpandedtodifferentdynamicspatiallymobilizedplanesanddifferentspatial-
lymobilizedplanestrengthcriteria.Onthebasisoftruetriaxialtestsonsandandthetraditional
principleofthespatiallymobilizedspace,avarietyofdynamicspatiallymobilizedspacesandap-
propriatestrengthcriteriahavebeenintroduced.Inthispaper,thefirst-powerdynamicspatially

mobilizedplane(σ),thequadratic-powerdynamicspatiallymobilizedplane(σ),andthethird-

powerdynamicspatiallymobilizedplane(
3
σ)areproposed.Theessenceofthequadraticdynamic

spatiallymobilizedplane(σ)issameastheMatsuoka-NakaicriterionbasedontheSMP.Ifthera-
tiooftheshearstressandnormalstressonthesurfaceofthedynamicspatiallymobilizedplaneis
equaltoconstantandhasthesameshearstrengthcriterionastheaxisymmetrictriaxialcompres-
sionfailureoftheMohr-Coulombcriterion,thecriterionofdynamicspatiallymobilizedplanecan
beobtained.Onthebasisofthetruetriaxialtestdataofsand,comparativeanalysisofthetheoreti-
calstrengthandthetraditionalstrengthaswellasthenewlyestablishedstrengthcriterionand
theactualstrengthoftruetriaxialtestdataisconducted.Throughtheanalysisandcomparison,

thequantitativestrengtherrorofeachcriterionisdetermined.Comparativeanalysisshowsthatfor
thesandundercomplexstressconditions,eachcriterioncanreflectcertainregularity.However,

certainerrorsarepresent,andtheconstanttermchangeswithcomplexstressconditions.The
3
σ)

dynamicspatiallymobilizedspacestrengthcriterionshowedthebestconsistency.
Keywords:sand;truetriaxialtest;spatiallymobilizedplane;strengthcriterion;adaptability

0 引言

岩土材料的强度破坏问题是岩土力学的核心课

题。沈珠江院士在《理论土力学》[1]一书中就指出:
现代土力学的核心部分是理论土力学,而理论土力

学的核心问题是土的强度与本构关系。自从Cou-
lomb在1773年提出首个强度准则以来,人们对强

度问题进行了大量的理论研究和试验验证,已经提

出了上百个模型或准则,关于强度理论的研究论文

更是数以万计,强度问题的研究处于“百花齐放,百
家争鸣”[2-3]。

尽管许多学者在土的强度理论方面做了大量的

工作,取得了很多成果,沈珠江也认为关于岩土材料

的屈服和破坏的研究已经可以画上句号[3]。然而这

些传统强度准则基本上都是基于一定性状的土(如
砂土、重塑土)或一定的试验仪器(如直剪)而建立起

来的,都存在一定的局限性[4],并且在复杂应力条件

下现有强度理论也存在较大差异[5-8]。
目前,广泛应用的强度准则有 Mohr-Coulomb

准则,Drucker-Prager准则[9],以及 Matsuoka-Na-
kai准则[10]。实际上,这些准则的共同点均是利用

在岩土材料强度破坏时的主应力单元内某空间滑动

面的应力条件服从一定的规律下建立的相应准

则[7,11]。本文在分析已有强度准则空间滑动面的基

础上,进一步提出考虑微结构特征的动态空间滑动

面,建立相应的强度准则,并依据福建标准砂的真三

轴试验结果分析传统强度准则和新建强度准则在复

杂应力条件下对砂土强度描述的适应性,探讨各个

强度准则描述砂土强度的优劣,为找出正确合理的

空间滑动面描述土体的强度破坏提供理论参考,以
便完善描述复杂应力条件下土的强度变化规律。

1 传统强度准则的空间滑动面

Mohr-Coulomb准则没有考虑中轴应力对强度的

影响,其描述的滑动面始终正交于大、小主应力作用

平面,该空间滑动面的法向与大、中、小主应力轴之间

夹角的余弦依次为cos(45°+φ/2)、0、cos(45°-φ/2)。
Druck-Prager准则实际上是Mohr-Coulomb强

度破坏面内切圆锥对应的准则。该准则对应的空间

滑动面为主应力空间的八面体面,其法向与大、中、
小主应力轴之间夹角相等,法向固定不变。依据土

单元破坏时该空间滑动面上剪应力与法向正应力呈

正比的关系,即建立了Druck-Prager准则(即广义

的 Mises准则)。

Matsuoka-Nakai准则是 Mohr-Coulomb准则

的三维拓展,其空间滑动面由主应力单元空间正交

三个轴上三点确定SMP面,依据其面上的正应力

和剪应力之比为常数建立相应的强度准则。
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综合分析现有研究成果,土剪切破坏时,不论是

八面体空间滑动面还是SMP空间滑动面,在确定

空间滑动面上的抗剪应力和法向正应力时均与各主

应力相关,因此依据土剪切破坏时空间滑动面上抗

剪应力与法向正应力的比值建立相应的强度准则是

现有强度准则中较为普遍的做法。这些空间滑动面

只有在一些特殊应力条件下才能得到反映土材料实

际的破坏面。一般应力条件下已有的真三轴试验还

无法得到空间滑动面与实际剪切破坏面一致具有普

遍性的结论[7,10]。因此,不论是静态的 Mohr-Cou-
lomb滑动面、八面体空间滑动面,还是动态的 Mat-
suoka-Nakai空间滑动面,在一般应力条件下这些

滑动面都只是为了建立描述土强度变化规律强度准

则而抽象出来的“空间滑动面”。

2 几种动态空间滑动面土的强度准则分析

所谓动态空间滑动面,其空间滑动面的法向是

动态的,在不同试验条件下和对于不同的破坏应力,
其滑动面位置也是不同的。典型的空间滑动静态面

是45°空间滑动面,即正八面体面,其所对应的强度

准则为 Mises准则;而典型的动态空间滑动面是

Matsuoka和 Nakai提出的SMP(SpatiallyMobi-
lizedPlane)空间滑动面,其所对应的强度准则为

Matsuoka-Nakai准则(也称作SMP准则)。
在前述的传统强度准则空间滑动面基础上本文

提出:一次方动态空间滑动面(σ)、开二次方空间滑

动面(σ)和开三次方动态空间滑动面(3σ))。开二

次方空间滑动面(σ)其实质为 Matsuoka-Nakai准

则所对应的SMP准则。如果假定上述动态空间滑

动面上的剪应力与正应力之比等于常数,且让该准

则在轴对称三轴压缩破坏时与Mohr-Coulomb准则

具有相同的抗剪强度,即可得到各个动态空间滑动

面所对应的强度准则。

2.1 开二次方空间滑动面及其强度准则

Matsuoka和 Nakai等人在 Mohr-Coulomb准

则的基础上提出空间滑动面(SpatiallyMobilized
Plane)的概念并在此基础上建立了 Matsuoka-Na-
kai准则,如图1所示。其强度准则描述为在SMP
面上的正应力σSMP和剪应力τSMP比值为常数。如式

(1)、(2)所示。

σN =3
I3
I2

τN =
I1I2I3-9I23

I22

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(1)

(σ1+σ2+σ3)(σ1σ2+σ2σ3+σ3σ1)
σ1σ2σ3

·

Kp

(Kp+2)(2Kp+1)
=1 (2)

式中σ1、σ2、σ3 分别为破坏时的大、中、小主应力;

I1、I2、I3 分别为第一、第二、第三应力不变量;Kp

为被动土压力系数。

图1 SMP空间滑动面

Fig.1 Spaciallymobilizedplane

2.2 一次方动态空间滑动面及其强度准则

根据SMP建立的思路,很容易求出一次方空

间滑动面(σ)的位置,图2给出了该面示意图及其强

度准则在应力空间和π平面上的破坏面(线)所示。
其上的剪应力和正应力的表达式及其强度准则如式

(3)、(4)所示。

σN =
I2I3

I22-2I1I3

τN =
I3

I22-2I1I3
2I22-6I1I3

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

(3)

σ1σ2+σ2σ3+σ3σ1)2-3(σ1+σ2+σ3)σ1σ2σ3
(σ1σ2+σ2σ3+σ3σ1)2

·
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(2Kp+1)2
(Kp-1)2

=1 (4)

2.3 开三次方动态空间滑动面

如图3所示的开三次方空间滑动面,同理可以

计算得出该面上的正应力和剪应力以及相应的强度

准则,如式(5)、(6)所示。

τN3 =
(σ1σ2σ3)2/3

(σ1σ2)2/3+(σ2σ3)2/3+(σ1σ3)2/3
(σ4/31 +σ4/32 +σ4/33 )-

(σ1σ2σ3)2/3(σ1/31 +σ1/32 +σ1/33 )
(σ1σ2)2/3+(σ2σ3)2/3+(σ1σ3)2/3

é

ë
êê

ù

û
úú

2

σN3 =
(σ1σ2σ3)2/3

(σ1σ2)2/3+(σ2σ3)2/3+(σ1σ3)2/3
σ1
σ2/31

+
σ2
σ2/32

+
σ3
σ2/33

æ

è
ç

ö

ø
÷=

(σ1σ2σ3)2/3(σ1/31 +σ1/32 +σ1/33 )
(σ1σ2)2/3+(σ2σ3)2/3+(σ1σ3)2/3

ì

î

í

ï
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ï
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(5)

σ21(σ2/32 +σ2/33 )+σ2/31 (σ2-σ3)2+σ22σ2/33 +σ2/32 σ23-2σ1(σ2σ2/33 +σ2/32 σ3)
(σ1/31 +σ1/32 +σ1/33 )(σ1σ2σ3)1/3

·
3
K2
p(

3
Kp +2)2

2(Kp -1)2
=1 (6)

图2 一次方空间滑动面

Fig.2 Thefirstpowerspatiallymobilizedplane

图3 开三次方空间滑动面

Fig.3 Thethirdrootspatiallymobilizedplane

3 砂土的真三轴试验

本文试验采用的真三轴仪(XGT-2)由西安理

工大学岩土所自行研制[12]。本文研究的是福建标

准砂在饱和状态下的力学特性。真三轴试验参数如

表1所示。试验采用固结排水剪切。砂土的基本物

理性质如表2所示。

  由于篇幅所限,该砂的应力应变变化规律

详见文献[13],此处仅列出p-q面上的破坏线,以方
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便和新建准则进行比较。
表1 砂土的真三轴试验参数

Table1 Theparametersofsoilunderthetruetriaxialtest
类别 试验条件 试样尺寸

围压σ3/kPa 50、100、150、200
中主应力比b 0.00、0.25、0.50、0.75、1.00

70mm立方体

表2 砂土的基本性质参数

Table2 Thebasicparametersofsand

干密度/(g·cm-3)相对密度 不均匀系数 曲率系数 摩擦角/(°)

1.58 0.60 2.01 0.95 47.15

  从图4的q-εs 曲线可以看出,砂土在不同围压

下的真三轴试验基本上呈现为硬化型曲线,并且随

着中主应力比b 值的增大,q-εs 应力应变曲线不断

抬高,即抗剪强度不断增大。这说明随着中主应力

σ2 的增大(中主应力比b值的增大),砂土的抗剪强

度也在不断增大(q不断增大)。

图4 砂土在真三轴试验条件下的强度破坏线

Fig.4 thestress-straincurvesofsandunderthetruetri-
axialtest

4 砂土在动态空间滑动面上的应力和强度

分析

根据上述的几个动态空间滑动面上的正应力和

剪应力表达式,可以很方便得出各个动态空间滑动

面上的应力关系。再根据各空间面强度准则对比分

析和真三轴试验结果之间的差异性。

4.1 动态滑动面上的应力关系

图5给出了三个动态空间滑动面上的正应力和

剪应力之间的关系。

  从图5可以看出,在真三轴试验条件下三个动

态空间滑动面上的强度变化均呈现出较好的线性规

律,说明该三个空间滑动面均能较好地反映应力路

径的变化而引起的强度变化。同样,该三个准则的

图5 各个动态空间滑动面上的应力关系

Fig.5 Stresscurvesindifferentspacially mobilized

planes

常数项也是随着应力路径(中主应力比b值)的变化

而变化的。

4.2 动态滑动面准则的常数项分析

从图5的三个动态空间滑动面准则的强度破坏

线可知,三个强度准则的常数项在不同应力条件下

其实是变化的。表3给出了各个强度准则常数项在

复杂应力条件下的变化情况。
从各个强度准则空间滑动面上的应力变化图

(图5)和各个动态空间滑动面准则的常数项变化情

况(表3)可知,在不同中主应力比b值的情况下,动
态空间滑动面准则常数项和三个经典强度准则中的
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常数项随b值的变化均存在一定变化。三个准则的

常数项均是随着b的增大而增大。其中σ动态空间

滑动面上的变化幅度最大,其次是 σ动态空间滑动

面,3σ动态空间滑动面的变化最小,说明后两者的

常数项能更好地适应应力路径的变化。
表3 不同b值下各强度准则常数项的变化

Table3 Thestrengthcriterionconstantchangeswithdiffer-
entbvalues

b
常数项k

L-D准则 M-C准则 σ准则 σ准则 3σ准则

0.00 90.37 1.94 0.55 0.99 1.05
0.25 83.50 1.70 0.79 1.06 1.02
0.50 82.13 1.40 0.95 1.17 1.03
0.75 81.32 1.28 1.00 1.21 1.03
1.00 100.89 1.28 1.09 1.42 1.17

  如果将中主应力比b=0作为参考值,则可以计

算出各个强度准则中常数项随b值的变化所带来的

误差。σ 动态空间滑动面准 则 的 最 大 误 差 达 到

97.8%,平均误差为59.5%;
3
σ动态空间滑动面的最

大误差为11.27%,平均误差仅为3.8%两项误差均

小于 Mohr-Coulomb准则的34%和21.7%、Mat-
suoka-Nakai准则的43%和18%以及Lade-Duncan
准则的11.5%和7.7%。

由此可知各个强度准则常数项的理论值和真三

轴试验值之间的差异,其中以3
σ动态空间滑动面准

则的常数项差异性最小,Lade-Duncan准则次之,其
次是 Matsuoka-Nakai准则,σ动态空间滑动面准则

最大。

4.3 动态滑动面准则的强度分析

图6给出个三个空间动态面准则和真三轴试验

结果在π 平面上的破坏线(球应力p=600kPa)。

  从图6的各个动态空间滑动面准则的π平面上

的破坏线与真三轴试验结果的对比可以看出,三个

动态空间滑动面准则中,由于各个强度准则在中主

应力比b=0时是重合的,这时候三个准则所描述的

强度大小基本上和真三轴试验结果相当,而随着b
值的增大,其误差也逐渐体现出来。σ 动态空间滑

动面准则随着b 值的增大,其误差也逐渐增大,而
3
σ动态空间滑动面准则和σ动态空间滑动面所对

应的 Matsuoka-Nakai准则都基本上能较好地反映

这种变化。试验破坏曲线基本上处于这两个强度准

则所描述的破坏线之间。更为惊喜的是,从图6的

各个中主应力比b值下可以看出,3σ动态空间滑动

面准则描述的破坏曲线更接近于真三轴试验所得的

图6 多个强度准则和真三轴试验结果对比(π平面)
Fig.6 Comparisonoffailurelinesinp-qplaneofdiffent

spatiallymobilizedplanecriterionwiththeresult
oftruetriaxialtest(πplane)

破坏曲线,其误差更小。

5 结语

在砂土真三轴试验的基础上,根据传统强度准

则建立空间滑动面的原理,提出了多种动态空间滑

动面,探讨了传统强度理论和新建立的强度准则与

真三轴砂土试验资料之间的强度分析对比。通过分

析比较各个强度准则和试验资料的差异和优劣,定
量指出各个准则的强度误差。

(1)提出了σ动态空间滑动面和3
σ动态空间滑

动面并建立相应强度准则;
(2)砂土在复杂应力条件下,各个强度准则均

存在一定误差,其常数项均表现出一定的变化;
(3)各个强度准则在描述砂土复杂应力条件下

均能体现一定的规律性,3σ动态空间滑动面准则表

现出较好的一致性。
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