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非平稳地震激励下隔震曲线梁桥振动控制研究①
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摘要:曲线梁桥由于其平面不规则性导致结构在地震激励下产生弯扭耦合效应,使得隔震曲线梁桥

的地震响应更加复杂。目前常用的控制方法是将隔震技术与附加减震装置相结合对曲线梁桥进行

控制。本文将地震动考虑为一均匀调制非平稳随机过程,针对隔震曲线梁桥长周期、低频率的特

点,选取Clough-Pension平稳地震动功率谱模型作为随机地震动输入模型,对无控(NON-C)、经典

线性最优控制(COC)以及序列最优控制算法(SOC)三种状态下的曲线桥梁进行随机响应分析。
通过建立曲线梁桥在随机地震动作用下的运动方程,求出减震控制结构的位移谱密度、加速度谱密

度响应及时变方差。分析结果表明:序列最优控制算法(SOC)在使隔震层位移得到减小的同时,可

以更有效地控制上部结构的地震响应,具有更好的控制效果。
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Abstract:Withthecontinuousdevelopmentofstructuralseismicisolationtechnology,theuseof
seismic-isolation-devicebridgedesignsisgrowing.Thecombinationofisolationandadditional
dampingdevicesisacommonlyusedmethodforcontrollingcurved-beambridges.Analysesof
vibrationcontrolforresearchintheevaluationofseismicdynamicresponsehaveprimarily
focusedondeterministicexcitation,butdeterministicearthquakeexcitationisnotrepresentative.
Inthisstudy,weconsidergroundmotiontobeauniformlymodulatednonstationaryrandom
processandinvestigatelongperiodsoflow-frequencycharacteristics.Moreover,weselectthe
Clough-Pensionsteadyvibrationpowerspectralmodelasarandomvibrationinputforisolated
curvedbridges.Toaddressthelimitationsoftheclassicaloptimalcontrolalgorithm,wederive
vibrationcontrolequationsusingasequentialoptimalcontrol(SOC)algorithm.Wethenanalyze
therandomresponsesofacurvedbridgeunderthreeconditions:noncontrol,classicallinear
optimalcontrol,andSOCalgorithm.Byestablishingacurvedbeambridgevibrationequationof
motionforrandomactions,wedeterminethedisplacementvibrationcontrolstructureofthe
spectraldensity,accelerationspectraldensityresponse,andtimevariance.Analysisresultsshow
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thattheSOCalgorithmcanreducethedisplacementoftheisolationlayerandmoreeffectively
controltheseismicresponseoftheupperstructure,thusyieldingabettercontroleffect.TheSOC
algorithmhashighercontrolperformanceandachievesbetterdampingcontrol.
Keywords:curvedbridges;sequentialoptimalcontrol;pseudoexcitation method;random

response

0 引言

目前对于曲线梁桥控制动力反应研究较多采用

确定性分析方法[1-4]。但是地震动是一个随机过程,
导致地震作用下减震结构的动力反应也必然为随机

过程,因此采用确定性的地震激励不具有代表性,而
采用随机振动理论能更好地反映响应的统计特性,
求解得到的结果也更为合理[5]。

经典最优控制算法计算过程需要求解非线性

RICCATI方程,而自由度数量太多的有限元模型会

给求解带来严重困难。作者针对经典最优控制算法

的缺点,借鉴离散系统最优控制的Bellman最优法

则,在每一个时间步长上建立目标函数,推导出更为

一般的序列最优控制算法(SOC),并应用于隔震曲

线梁桥的控制分析。
本文根据曲线梁桥受力特点,考虑隔震曲线梁

桥上部结构刚度中心与质量中心不一致造成的平扭

耦合的地震效应,对隔震曲线梁桥建立双质点六自

由度控制分析模型。选择Clough-Pension功率谱

密度函数模型,并采用虚拟激励法求解动力方程,通
过 MATLAB编程对无控(NON-C)、经典线性最优

控制(COC)以及序列最优控制算法(SOC)三种状

态下曲线桥梁的随机地震响应进行分析。

1 隔震曲线梁桥模型的建立

1.1 模型假设

首先将隔震曲线梁桥桥墩和上部结构简化为两

个模型系统,各具有两个水平x、y 自由度和一个围

绕质量中心轴扭转θ 自由度,堆积质量为m1、m2。
桥墩与上部结构为两质点非同轴质量偏心结构的分

析模型,上下质点分别表示曲线桥下部结构和上部

结构(图1)[6]。

1.2 运动方程的建立

取曲线桥上部结构的质量中心处为坐标原点,
曲线梁桥动力方程可表示为:

Md
2

d2t
U{ }+C ddt

U{ }+K U{ }=L fc{ }-M Üg{ }

(1)
式中:M、C、K、L 分别为曲线桥模型的质量矩阵、阻

图1 曲线梁桥计算模型简图

Fig.1 Computationalmodelofthecurvedbridge

尼矩阵、刚度矩阵和控制力作用位置矩阵,其中L
由控制器的安装位置确定,反映x、y 两个方向控制

器的布置情况;U{ }= Ux,Uy Uθ{ }T 为位移向量;

fc{ }为 含 有 两 个 方 向 的 控 制 力 向 量;Üg{ } =

Üxg ̈Uyg 0{ }T 为x 和y 双向地震作用加速度向

量。
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其中:
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mi),i=1,2 (3)
式中:m1、m2 分别为下部结构和上部结构的质量;
J1、J2 分别为下部结构和上部结构的转动惯量[7];
ri 为回转半径;Xmi、Ymi分别为下部结构和上部结

构质心相对于参考轴的坐标;Kxx、Kyy分别为结构

在x、y 向的平动刚度,取隔震桥梁结构为剪切型;
Kxθ、Kyθ分别为结构x、y 向的平扭刚度,并考虑上

部结构与下部结构质心与刚心的偏心距及上部结构

与下部结构质心之间的偏心距;Kθθ为结构的扭转刚

度矩阵。
Kθx =KT

xθ,Kθy =KT
yθ

Kyy =
Ky1+Ky2 -Ky2

-Ky2 Ky2

æ

è
ç

ö

ø
÷

401                     地 震 工 程 学 报                 2016年



Kθθ =
Kθθ11 Kθθ12

Kθθ21 Kθθ22

æ

è
ç

ö

ø
÷  Kxθ =

Kxθ11 Kxθ12

Kxθ21 Kxθ22

æ

è
ç

ö

ø
÷

Kyθ =
Kyθ11 Kyθ12

Kyθ21 Kyθ22

æ

è
ç

ö

ø
÷ (4)

式中:Kx1、Ky1和Kx2、Ky2分别表示下部结构和上

部结构的平移刚度;Kxθ12、Kyθ12分别表示仅 m2 发

生x 向、y 向单位位移时,在m1 所需施加的绕z 轴

的力矩;Kθθ12表示m1 不动,仅m2 发生单位转角时,
在m1 所 需 施 加 的 绕 z 轴 的 力 矩;Kxθ11,Kxθ22,

Kxθ21,Kyθ11,Kyθ22,Kyθ21,Kθθ11,Kθθ22,Kθθ21表示含义

以此类推[8]。
阻尼矩阵[C]采用分区瑞利阻尼模型,阻尼矩

阵可分解为

[C]=[C0]+[Cr],[C0]=αs[M]+βs[K]

[Cr]=
Cbr [0]

0{ } [0]
æ

è
ç
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÷ (5)

式中:[Cr]为体现非比例阻尼的余项阻尼矩阵;Cbr

=(αb-αs)mb+(βb-βs)kb;[C0]代表经典瑞利阻

尼矩阵;αs、βs、αb、βb 分别为下部结构和隔震系统的

瑞利阻尼比例系数。

αs

βs{ }= 2ξs
ωi+ωj

ωiωj

1{ },
αb

βb{ }= 2ξb
ωi+ωj

ωiωj

1{ }
(6)

式中:ξs,ξb 分别为下部结构和隔震系统的瑞利阻尼

比例系数;ωi、ωj 为结构的第i,j阶圆频率[9]。

1.3 序列最优控制算法

目前时域内结构最优控制算法大多是对问题做

了简化的,作者推出的序列最优控制算法吸收了几

种常见算法的优点,并对现有算法进行改进,将控制

目标函数化解到每个时间步长上,推导出更为一般

的最优控制算法,并用状态转移的数值方法加以实

现[10-12]。
最优控制力模型可根据作者提出的状态反馈序

列最优控制算法,构造双向地震作用下的二次型控

制目标函数为

J=∫
tf

t0

1
2X
(t)TQX(t)+

1
2fc(t)TRfc(t)

é

ë
êê

ù

û
úúdt

(7)
式中:X(t){ } 包含了x、y 两个方向的结构响应;
[Q]、[R]分别为对应于两个方向响应和控制力的权

重矩阵;t0、tf 分别为控制起止及终了时刻。将地震

波和控制力转化为一系列时间域上的脉冲,由于地

震动和控制力都是随着时间的推移逐步输入到结构

系统,则系统当前时刻的响应是由当前时刻脉冲与

过去时刻脉冲响应叠加而成,即

X(t){ }= X∑(j-1)(t){ }+ Xj(t){ } (8)
式中:下标“∑(j-1)”代表直到第(j-1)个步长上

(过去时刻)脉冲影响的总和,将式(8)代入式(7)后,
构造Lagrange函数,则原约束优化问题转化为无约

束问题。
因为当前时刻的脉冲只影响当前时刻和未来时

刻的响应,对过去时刻的响应没有影响,因此把纯粹

包含过去时刻脉冲影响的控制目标函数分离开来,
引用最优控制理论的泛函极值条件,可得到结构最

优控制的一般表达式:

fC(tA){ }=-[R]-1[B]T λ(tA){ }

λ̇{ }=-[A]T λ{ }-[Q]X{ },λ(tf){ }=0(9)

Ẋ{ }=[A]X{ }+[B]f{ }c + E{ }̈UT
g (10)

式中:tA 为当前时刻;式(9)、(10)的定义域为 [tA,

tf]。
序列最优控制算法同时包含了每个瞬刻的结构

响应和外部地震激励的影响,因此除了数值方法的

固有计算误差外,从概念上讲本文算法是精确解。

2 曲线梁桥随机地震响应求解

2.1 随机地震动模型

均匀调制模型为一个确定性强度包线函数与一

个平稳随机过程的乘积,即f(t)=g(t)X(t)。式

中g(t)为确定性强度包线函数;X(t)为平稳随机

过程。g(t)采用Jennings提出的一个非平稳强度

包线函数的形式:

g(t)=

(t1/t)2 0≤t≤t1
1 t1 ≤t≤t2

exp (-c(t-t2)[ ] t2 ≤t≤T

ì

î

í

ï
ï

ïï

(11)
式中:t1、t2 和c分别表示主震段的首、末时间和衰

减函数;T 为主震的持续时间[13]。
平稳随机过程X(t)由功率谱唯一确定,本文的

研究对象是隔震体系,选用Clough-Penzion建议的

表达式,即地震动的单边功率谱可表示为

S̈ug
(ω)= HCP(ω)2 HKT(ω)2S0 (12)

HKT(ω)=
1+2iξgω/ωg

(1-ω2/ω2
g)+2iξgω/ωg

(13)

HCP(ω)=
ω2/ω2

c

(1-ω2/ω2
c)+2iξcω/ωc

(14)

式中:S0 为谱强度因子;ξs、ωg 分别为地基土的阻尼

比和卓越频率;ξc、ωc两参数的配合可模拟地震动低

频能量的变化[14]。
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该模型为双过滤白噪声,相当于使白噪声信号

经过两个单自由度的线性滤波器,能解决 Kanai-
Yaijmi模型过分强调低频的缺陷。

2.2 虚拟激励法求解

将式(1)转化成状态空间表达式:

Ẋ=AX+Bfc +E Üg{ } T (15)

Y=CX+Dfc +W Üg{ } T (16)

式中:X=
U

U̇{ },A=
0 I
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。其中,I 和δ 分别为单位矩

阵和单位向量。W 表达式根据输出的加速度性质

而变化,G 表达式根据输出的位移和速度而变化。
选择输出向量为各质点的绝对加速度及相对于地面

位移时:
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(17)

  设Üg= S̈Ugexp(iωt),代入状态空间表达式

(15)和(16)则可求解结构的虚拟响应[15]。根据随

机振动理论可以得到结构虚拟响应的功率谱SXX

(ω)=X*X,进一步可求得体系各状态变量的方差

反应E(X2)=∫∞-∞SXX(ω)dω。

3 实例计算

3.1 工程背景

某立交匝道上一联圆曲线连续梁桥,跨径为3
×20m,曲率半径R 为50m,圆心角θ为69°,主梁

采用单箱单室箱梁。为简化分析,采用独柱式圆形

桥墩,直径1.5m,墩高为5m,桥墩墩底固结,每个

墩顶布置圆形铅芯橡胶支座。结构的阻尼比下部结

构ξs 为0.05,隔震层的水平阻尼比ξb 为0.15,上部

结构质心处为整体坐标系原点。
每个桥墩位置处切向和径向各设置一组理想智

能控制器来连接墩台和主梁,最大阻尼力2000
kN,如图2所示。采用状态反馈序列最优控算法对

结构进行控制,设控制器能够实时提供所需的控制

力,且不计时滞和自身动力效应。

3.2 随机响应分析

取非平稳随机过程强度包线函数参数t1=2.3,

t2=16.2,c=0.98,T=20s。以设防烈度Ⅷ度为例,
按照双过滤白噪声模型,推算“大震”的基岩单边谱

图2 曲线梁桥平面

Fig.2 Planofthecurvedbridge

强度分别为S0=2×0.02492m2/s-3。场地选用Ⅱ
类场地土设计,地震分组按第一分组考虑,低频过滤

器参数ωg=15.7,ξg=0.72,取ξc=ξg,ωc=0.15ωg,
得到的输入地震动加速度的功率谱密度如图3所

示[16-17]。

图3 地震动加速度功率谱

Fig.3 Seismicaccelerationpowerspectrum

  按照上述平稳过滤白噪声激励下的随机状态

反应分析的过程描述,用 MATLAB进行编程分析,
分别求出隔震曲线梁桥在无控和有控状态下的功率

谱和均方值。
为使不同控制算法的效率具有可比性,定义控

制能 量 指 标 为 控 制 力 的 绝 对 值 积 分 E =∫tft0
fc(t)dt。通过调整权重矩阵,使各种不同的算

法在相同的控制能量水准之下[9]。由于曲线梁桥地

震动的激励角度不同,结构响应也不同,以下均是在

相同控制能量下,以地震激励角度与x 轴入射角

30°为例进行分析。
图4和图5分别为曲线梁桥上部结构在无控

(NON-C)、经典线性最优控制(COC)以及序列最优

控制算法(SOC)三种状态下位移功率谱密度和加速

度功率谱密度的对比图。
由图4、图5可以看出,相同控制能量下,三种状态

下位移功率谱密度和加速度功率谱密度峰值均位于

曲线梁桥一阶自振频率附近。与无控状态相比,两
种控制算法的位移功率谱密度和加速度功率谱密度
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图4 上部结构位移功率谱密度
Fig.4 Thedisplacementpowerspectraldensityofsuperstructure

图5 上部结构加速度功率谱密度
Fig.5 Theaccelerationpowerspectraldensityof
   superstructure

峰值都大大降低。序列最优控制算法(SOC)降低x
向位移和加速度功率谱峰值的效果更为明显。

  图6和图7分别为曲线梁桥上部结构在无控

图6 上部结构位移时变方差
Fig.6 Thedisplacementtimevaryingvarianceofsuperstructure

图7 上部结构加速度时变方差
Fig.7 Theaccelerationtimevaryingvarianceofsuperstructure
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(NON-C)、经典线性最优控制(COC)以及序列最优

控制算法(SOC)三种状态下位移和加速度时变方差

响应对比图。

  由图6、图7可以看出,与无控状态相比,两种

控制算法的位移和加速度时变方差响应都有明显的

降低。无论位移还是加速度的时变方差响应,序列

最优控制算法(SOC)的效果更为明显,尤其在降低

上部结构加速度时变方差响应上且有更明显的

优势。

4 结论

本文对隔震曲线梁桥在无控(NON-C)、经典线

性最优控制(COC)以及序列最优控制算法(SOC)
三种状态下的随机反应进行了研究。研究结果表

明:同无控结构相比,采用控制算法谱密度的响应及

时变方差均明显的降低,表明两种算法都有很好的

控制效果;在同等控制能量的条件下,序列最优控制

算法(SOC)降低结构加速度功率谱响应的效果更为

明显,可以同时使上部结构的响应得到更有效的

控制。
序列最优控制算法不需要求解Riccati方程,计

算量小,没有预先对目标函数引用近似简化,仅有将

地震波转化为一系列脉冲和采用状态转移的数值算

法的本身误差。因此序列最优控制算法(SOC)从概

念上更合理,可以取得更理想的减震效果。
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