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一个双波地形重力波拖曳参数化方案
�

王　元　唐锦!　伍荣生

南京大学大气科学系，中尺度灾害性天气教育部重点实验室，南京，２１００９３

摘　　要

　　当地形次尺度强迫的作用与显式的经典动力作用效应相当时，地形重力波拖曳力对于环流的维持，以及动量

和热量通量输送的动力效应变得十分显著。这种地形次尺度拖曳作用项可通过参数化的方法，在动力方程中加入

额外的小项而引入数值模式。目前成熟的地形重力波拖曳参数化方法，如第１代基于线性单波理论的参数化方

案；以及侧重考虑了临界层作用等因素对拖曳力的额外贡献的第２代参数化方案，都无法有效表达风速垂直变化

引起的波动应力随高度变化的特征。基于上述考虑，本文给出了一个双波参数化方案用于计算地形重力波拖曳中

由线性自由传播重力波造成的波动应力的垂直分布。通过二阶 ＷＫＢ近似，它对由风速垂直变化引起的对波动应

力的选择性临界层吸收过程和经典的临界层吸收过程做了显式处理；而在不发生临界层吸收现象的地区，则用两

个单波同时在垂直方向上进行应力的传播，并利用波饱和标准进行应力耗散。进一步地在真实地形（以大别山地

区为个例）条件下的测试结果表明，通过在不同理想风速廓线以及北半球冬季中纬度纬向平均风廓线下对波动应

力垂直分布的计算，证明该方案确实能有效地给出应力随高度变化的特征。

关键词：地形重力波拖曳，双波参数化方案，临界层吸收，ＷＫＢ近似。

１　引　言

次网格地形触发的重力波拖曳（Ｏｒｏｇｒａｐｈｉｃ

ＧｒａｖｉｔｙＷａｖｅＤｒａｇ，ＯＧＷＤ）对维持大气环流的动

量、能量守恒过程具有非常重要的作用［１］，因此在过

去的几十年中，人们先后发展了第１代和第２代

ＯＧＷＤ参数化方案
［２］来改善大尺度数值模式（特别

是全球模式）的模拟结果。各种实验证明，无论是第

１代还是第２代ＯＧＷＤ参数化方案，它们都能相当

有效地缓解因大尺度数值模式不能精确分辨次网格

地形而造成的“西风偏差（Ｗｅｓｔｅｒｌｙｂｉａｓ）”和“冷极

（Ｃｏｌｄｐｏｌｅ）”问题
［１，３］。

在各种不同的 ＯＧＷＤ参数化方案中
［１，３８］，对

自由传播的线性地形重力波造成的重力波拖曳的处

理占有非常重要的地位。大多数的方案都假定，由

次网格地形触发的自由传播重力波携带的波动应力

（即ＯＧＷＤ）将以单波的形式遵照ＥｌｉａｓｓｅｎＰａｌｍ通

量定理［９］，即以不变的数值从一个高度传播到另一

个高度；如果在某个高度，单波振幅满足波饱和标准

（则波破碎过程发生）［１０］，那么在该处波动应力将发

生垂直辐散，并对基本流产生反向于局地风速的加

速度；如果在某个高度基本流的风速为零，那么波动

应力将在该处被完全吸收，并因此产生对基本流的

动量的修正。尽管单波方案被证明能够相对有效地

模拟出波动应力的垂直分布特征，但是Ｓｍｉｔｈ
［１１］，

Ｈｉｎｅｓ
［１２］，Ｓｈｕｔｔｓ

［１３］等先后指出，波动能量（应力）

在空间中的分布具有双枝结构；并且Ｓｈｕｔｔｓ
［１３１４］还

指出，选择性临界层吸收（事实上，若考虑连续的重

力波波谱，次网格地形触发的重力波波谱正是属于

这样的情况，由于每个单波拥有的不同的多普勒频

率将在不同的高度满足零数值条件，即临界层条件，

所以它们将在不同的高度被有选择地吸收）将使得

波动应力矢量偏离于局地的风矢量方向（从而单波

方案中采用的波动应力矢量始终与局地风速矢量在

同一直线上的假定将不再成立）。Ｓｃｉｎｏｃｃａ和 Ｍｃ

Ｆａｒｌｎｅ
［３］采用了 Ｈｉｎｅｓ

［１２］的建议，设计了一个双波
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方案来模拟波动应力的垂直分布特征，实验证明，这

种处理比单波方案能给出更符合实际的结果。但

是，Ｓｃｉｎｏｃｃａ和 ＭｃＦａｒｌａｎｅ
［３］的双波方案并没有对

选择性临界层吸收过程进行显式处理，所以他们的

方案中两个单波携带的应力的夹角（在地表高度上）

一经确定就不随高度变化，这与Ｓｈｕｔｔｓ
［１３］的发现显

然不符。高守亭、冉令坤［１５］则从针对 ＭｃＦａｒｌａｎｅ参

数化方案没有考虑重力波破碎耗散作用入手，从理

论上表达了考虑耗散作用影响的重力波破碎拖曳参

数化改进方案。

基于以上的考虑，本文则给出了一个能够显示

处理经典的临界层（即零风速高度）吸收、选择性临

界层吸收以及波饱和造成的波破碎过程的双波重力

波拖曳参数化方案。

２　方案的构造

对附录Ａ中的式（Ａ７）—（Ａ１１）施用二维傅立叶

变换，则通过运算之后可以求得

犝^犎 ＝ｉ
（ｃｏｓφ，ｓｉｎφ）

犓
狑^

狕
＋ｉ
狑^（ｓｉｎφ，－ｃｏｓφ）

犓
·　

（犝狕ｓｉｎφ－犞狕ｃｏｓφ）

犝狀
－ｉ
Γ１
犓
（ｃｏｓφ，ｓｉｎφ）狑^ （１）

其中犝狀 ＝犝ｃｏｓφ＋犞ｓｉｎφ＝犝犵ｃｏｓ（φ－χ），并引用

了定义犝 ≡犝犵（ｃｏｓχ，ｓｉｎχ）和犓 ≡犓（ｃｏｓφ，ｓｉｎφ）

及虚数单位 槡ｉ＝ －１。

由式（１）可以得到单位面积波动应力τｓ的表达

式为

τｓ＝－
１

犡犢∫
∞

－∞
∫
∞

－∞

ρ犝犎′狑′ｄ狓ｄ狔＝　　　　　　　　　　

－ ρ０
４π

２犡犢∫
∞

０
∫
２π

０

犝^犎狑^
犓ｄ犓ｄφ＝

－ ρ０
４π

２犡犢∫
∞

０
∫
２π

０

ｉ（ｃｏｓφ，ｓｉｎφ）
狑^

狕
狑^ｄ犓ｄφ＝

－ ρ０
４π
２犡犢∫

∞

０
∫
π／２

－π／２

ｉ（ｃｏｓφ，ｓｉｎφ）
狑^

狕
狑^
－
狑^



狕
狑（ ）＾ｄ犓ｄφ

（２）

其中犡，犢 分别为所定义区域的长和宽。定义响应

函数（ｒｅｓｐｏｎｓｅｆｕｎｃｔｉｏｎ）

犚（犓，φ）＝Ｒｅ
１

２ｉ狑^（犓，φ，０）
２｛ ·　　　　

^狑

狕
狑^
－
狑^



狕
狑（ ）｝＾ （３）

其中Ｒｅ（·）表示取变量的实部。且注意到，对本文

关注的理想流体（在临界层和波饱和区以外），成立

犈犘 通量定理ｄτ狊／ｄ狕＝０，则可知（在临界层和波饱

和区以外）犚（犓，φ）不随高度变化。

于是，把式（３）代入式（２），并引用下边界条件

狑^（０）＝ｉ犓·犝^犺（犽，犾），其中

犺^＝∫
∞

－∞
∫
∞

－∞

犺（狓，狔）ｅ
－ｉ（犽狓＋犾狔）ｄ狓ｄ狔 （４）

为地形函数犺（狓，狔）的二维傅立叶变换，有

τｓ＝２ρ０犝犵（０）
２

∫
∞

０
∫
π／２

－π／２

（ｃｏｓφ，ｓｉｎφ）ｃｏｓ
２（φ－χ（０））·

犓２犚（犓，φ）犃（犓，φ）ｄ犓ｄφ （５）

其中

犓·犃＝
犓犺^ ２

４π
２犡犢

＝犃１（犓）犃２（φ）＝　　　　　　　　

犓
犓（ ）
０

γ １

２π
（犆１＋犆２ｃｏｓ２φ＋犆３ｓｉｎ２φ［ ］） （６）

为指数定律形式的地形能谱函数［１３］，其中犓０ 为波

数参量，本文取１ｋｍ－１。进一步引入地形标准化方

差的定义［６］

σ狓狓
２
＝
１

犡犢∫
犡

０
∫
犢

０

犺

（ ）狕
２

ｄ狓ｄ狔＝ 　　　　　　

∫
∞

－∞
∫
∞

－∞

犃（犓，φ）Κ
３ｃｏｓ２φｄ犓ｄφ （７）

则有

σ狓狓
２
＝
（犆１＋犆２／２）

２（γ＋３）犓γ０
（犓γ＋３Ｕ －犓

γ＋３
Ｌ ） （８）

同理，有

σ狓狔
２
＝

犆３
４（γ＋３）犓γ０

（犓γ＋３Ｕ －犓
γ＋３
Ｌ ） （９）

σ狔狔
２
＝
（犆１－犆２／２）

２（γ＋３）犓γ０
（犓γ＋３Ｕ －犓

γ＋３
Ｌ ） （１０）

这里我们引入了犓犝≤２π犖（０）／犝ｇ（０）和犓犔≥２π犳／

犝ｇ（０）（其中犳为科氏参数）来限制参数化方案中所

考虑的地形波数。事实上，在数值模式中，犓Ｕ 和

犓Ｌ 分别代表了需要参数化的次网格地形模态的上

限和下限。

考虑到贡献ＯＧＷＤ的自由传播重力波分量基

本上都满足静力平衡条件［１６］，则利用附录Ｂ中的式

（Ｂ３）－（Ｂ５），可有

犚（犓，φ）＝
犖
犝狀
１－
Γ１犝狀
犖

犝狀狕
犖
－
１

４

犝狀犝狀狕狕
犖２

－
１

８

犝２狀狕
犖２［ －
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１

２
×
Γ１犝狀（ ）犖

２

×
犝狀狕（ ）犖 ］

２

＝犅
犖
犝狀

（１１）

又方括号中与（Γ１犝狀／犖）
２ 相乘的项通常较其他项

小很多，于是还有

犅≈１－
Γ１犝狀
犖

犝狀狕
犖（ ＋

１

４

犝狀犝狀狕狕
犖２

＋
１

８

犝狀狕
２

犖 ）２ （１２）

再考虑到犚（犓，φ）不随高度变化，则有犚＝犅０犖

（０）／犝狀（０），其中犅０ 为犅在高度狕＝０的值。

２．１　犗犌犠犇的垂直耗散

Ｓｈｕｔｔｓ
［１３］曾证明，当背景风矢量随高度变化

时，垂直于风矢量方向的波动分量所携带的应力将

被基本流吸收，于是，在此情况下，τｓ 在垂直方向上

将必然产生辐散。

因此，考虑如图１所示的某个狕平面：由于在直线

ΦＬ＝ｍｉｎ
０，狕

　

　χ
－π／｛ ｝２ 和ΦＵ＝ｍａｘ

０，狕

　

　χ
－π／｛ ｝２ 之间的波

动分量在狕高度以下已经被基本气流滤去，其中

χ

＝
χ　 　 　 　　　　　 χ ≤π／２

χ－ｓｇｎ（χ）π π／２＜ χ ≤
｛ π

图１　选择性临界层吸收示意图

（其中χＵ
，χＬ
为风矢量到达狕高度之前划过的最大

和最小的辐角，于是对应的由ΦＵ，ΦＬ所夹的黑色区域

部分 波分量被基本气流完全吸收，仿Ｓｈｕｔｔｓ［１３］的Ｆｉｇ．２绘制）

Ｆｉｇ．１　Ａｓｃｈｅｍａｔｉｃｓｈｏｗｏｆｔｈｅｓｅｌｅｃｔｉｖｅ

ｃｒｉｔｉｃａｌｌｅｖｅｌａｂｓｏｒｐｔｉｏｎ

（ｗｈｅｒｅχＵａｎｄχＬａｒｅｔｈｅｍａｘｉｍｕｍａｎｄｍｉｎｉｍｕｍ

ａｒｇｕｍｅｎｔｓｔｈａｔｔｈｅｗｉｎｄｖｅｃｔｏｒｈａｄｒｏｔａｔｅｄｏｖｅｒｂｅｆｏｒｅ

ｒｅａｃｈｉｎｇｌｅｖｅｌ狕，Ｔｈｉｓｍｅａｎｓｔｈａｔｔｈｅｗａｖｅｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓ

ｉｎｓｉｄｅｔｈｅｂｌａｃｋｅｎｅｄｒｅｇｉｏｎｃｉｒｃｕｍｓｃｒｉｂｅｄｂｙΦＵａｎｄΦＬ

ｈａｖｅｂｅｅｎｆｉｌｔｅｒｅｄｏｆｆｂｙｔｈｅａｍｂｉｅｎｔｆｌｏｗｂｅｌｏｗｌｅｖｅｌ；

ＴｈｉｓｆｉｇｕｒｅｉｓｄｒａｗｎｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｈｅＦｉｇ．２ｉｎＳｈｕｔｔｓ
［１３］）

所以仅仅需要考虑ΦＵ≤φ≤ΦＬ＋π中的波动分量即

可，于是可以定义

τｓ＝犜∫
ΦＬ＋π

ΦＵ

（ｃｏｓφ，ｓｉｎφ）犅０ｃｏｓ（φ－χ（０））犃２（φ）ｄφ＝

犜犈（χ（０））·∫
ΦＬ＋π

ΦＵ

犳（φ）ｄφ （１３）

其中

犜＝
（γ＋３）犓γ０
犓γ＋３Ｕ －犓

γ＋３
Ｌ
ρ０犖（０）犝犵（０）∫

犓
Ｕ

犓
Ｌ

犓２犃１（犓）ｄ［ ］犓 ＝

ρ０犖（０）犝犵（０）
γ＋２

γ＋３

犓γ＋３Ｕ －犓
γ＋３
Ｌ

犓γ＋２Ｕ －犓
γ＋２［ ］
Ｌ

－１

＝

ρ０犖（０）犝犵（０）κ
－１ （１４）

犈（χ）的定义参见附录Ｃ，其中κ为一个波数参量

（关于确定κ的方法，可参见文献［６，１６］）。根据示

意图２

图２　某一狕高度的双波分布示意

（χ为该所在高度基本流的风向）

Ｆｉｇ．２　Ａｓｃｈｅｍａｔｉｃｓｈｏｗｆｏｒｔｈｅｔｗｏｗａｖｅ

ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎａｔｌｅｖｅｌ狕

（ｗｈｅｒｅχｉｓｔｈｅｗｉｎｄｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｔｔｈａｔｌｅｖｅｌ

我们若定义

［τｓ］
＋
＝犜犈（χ（０））·∫

χ


ΦＵ

犳（φ）ｄφ

［τｓ］
－
＝犜犈（χ（０））·∫

ΦＬ＋π

χ


犳（φ）ｄφ

（１５）

则τｓ的垂直传输可以用分别以μ
＋，μ

－（假定不随高

度变化）为波数的两个单波完成，后者则通过下面的

式子定义
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［τｓ］
＋
＝
１

２ρ
（狕）（μ

＋）２犖（狕）犝犵（狕）κ
－１ ｃｏｓΦ

＋ （犺ｍ
＋）２

［τｓ］
－
＝
１

２ρ
（狕）（μ

－）２犖（狕）犝犵（狕）κ
－１ ｃｏｓΦ

－ （犺ｍ
－）２
（１６）

Φ
＋
＝ａｔａｎ２ τｓ［ ］狔

＋，τｓ［ ］狓（ ）＋

Φ
－
＝ａｔａｎ２ τｓ［ ］狔

－，τｓ［ ］狓（ ）－

Φ
＋
＝ Φ

＋
－χ

Φ
－
＝ Φ

－
－χ

（１７）

　　为引入波饱和标准，接着定义两个单波的无量

纲振幅为

犉＋＝
犖（狕）犺ｍ

＋

犝犵（狕）ｃｏｓΦ
＋

犉－＝
犖（狕）犺ｍ

－

犝犵（狕）ｃｏｓΦ
－

（１８）

于是把式（１６）—（１８）应用到地表，并考虑条件

犉＋＝ｍｉｎ
犖（０）犺０
犝犵（０）

，犉（ ）ｃ
犉－＝ｍｉｎ

犖（０）犺０
犝犵（０）

，犉（ ）ｃ
（１９）

则可以得到

μ
＋
＝

２ τ［ ］ｓ
＋ （０）κ

ρ０犖（０）犝犵（０）ｃｏｓΦ
＋ 犺ｍ

＋ （０（ ））［ ］２
１／２

μ
－
＝

２ τ［ ］ｓ
－ （０）κ

ρ０犖（０）犝犵（０）ｃｏｓΦ
－ 犺ｍ

－ （０（ ））［ ］２
１／２

犺ｍ
＋ （０）＝ ｃｏｓΦ

＋ ｍｉｎ犺０，
犉ｃ犝犵（０）

犖（０（ ））
犺ｍ

－ （０）＝ ｃｏｓΦ
－ ｍｉｎ犺０，

犉ｃ犝犵（０）

犖（０（ ））

（２０）

其中犺０ 的定义见附录中的式（Ｃ１０）。

２．２　计算步骤

（１）利用式（１３）计算τｓ（０）；令χ
＝χ

（０），ΦＬ

＝ΦＵ＝χ
（０）－π／２；用式（２０）计算μ

＋，μ
－；

（２）假定第狀层的τｓ（狕狀）已经确定，对狀＋１层

进行下述步骤：

如果狕狀＋１＞狕ｔｏｐ，转到步骤（３）；如果χ（狕狀＋１）＝χ
（狕狀）＋π，则完全临界层吸收发生，令τｓ（狕狀＋１）＝０，

转到步骤（３）；否则执行下面的步骤：

① 计算χ
（狕狀＋１）及

ΦＬ ＝ｍｉｎΦＬ（狕狀），χ
（狕狀＋１）－

π｛ ｝２
ΦＵ ＝ｍａｘΦＵ（狕狀），χ

（狕狀＋１）－
π｛ ｝２

　　② 利用式（１５）计算［τｓ］
＋，［τｓ］

－，且令犜ｒｅｆ＝

犜，τｓｒｅｆ＝［τｓ］
＋＋［τｓ］

－；

③ 利用式（１７）确定Φ
＋、Φ

－及Φ
＋、Φ

－；

④ 利用式（１６）反演确定犺ｍ
＋、犺ｍ

－；

⑤ 利用式（１８）确定犉
＋、犉－，并执行犉＋ ＝ｍｉｎ

（犉＋，犉ｃ），犉
－＝ｍｉｎ（犉－，犉ｃ），其中犉ｃ为某个合适的

临界值（本文取０．４）。利用式（１８）反算出犺ｍ
＋、犺ｍ

－，

然后代入式（１６）计算［τｓ］
＋、［τｓ］

－，则利用下式

τｓ狓（狕狀＋１）＝ ［τｓ］
＋ ｃｏｓΦ

＋
＋ ［τｓ］

－ ｃｏｓΦ
－

τｓ狔（狕狀＋１）＝ ［τｓ］
＋ ｓｉｎΦ

＋
＋ ［τｓ］

－ ｓｉｎΦ
－

可确定τｓ（狕狀＋１），此外还更新 犜 为 犜 ＝犜ｒｅｆ·

τｓ（狕狀＋１）／τｓｒｅｆ 。跳转（２）；

（３）τｓ廓线的计算完成。

３　算　例

３．１　环境场的廓线

在这里，我们将利用上一节给出的双波参数化

方案计算由大别山触发的ＯＧＷＤ在不同风速廓线

下的垂直结构。大别山地区的真实地形条件下的地

形参数［１７］设计为，γ＝－１．７５，犆１＝２１９０ｍ
２·ｋｍ，

犆２＝－３７３．４ｍ
２·ｋｍ，犆３＝－４．３ｍ

２·ｋｍ和κ＝

１．３０×１０－４ｍ－１，我们将利用这些参数考察在如下

所示的风廓线条件下的τｓ（狕）廓线。其中基流风速

的定义为

　风廓线１　犝＝犝０＋α狕，犞＝０　　 （２１ａ）

风廓线２　犝＝犝０，犞＝α狕 （２１ｂ）

风廓线３　犝＝犝０ｃｏｓβ狕，犞＝犝０ｓｉｎβ狕 （２１ｃ）

在与式（２１）对应的所有算例中，浮力频率均为常数，

即犖＝０．０１ｓ－１，密度廓线为

ρ＝ρ０ｅｘｐ（－狕／犎） （２２）

其中，ρ０＝１．２２ｋｇ／ｍ
３，标高犎＝８ｋｍ。若令犝０＝１０

ｍ／ｓ，｜α｜ 槡＝ １０×１０－３ｓ－１，｜β｜ 槡＝ １０×１０－４ｍ－１，则根

据定义，对３个算例均有Ｒｉｃｈａｒｄｓｏｎ数犚犻＝１０。

３．２　波动应力的廓线

利用２．２节的计算步骤，图３给出了与风廓线

式（２１ａ）相对应的ＯＧＷＤτｓ的垂直廓线。此时，由

于考虑的是反向切变（α＜０），故在零风速高度（狕ｃ＝

槡１０×１０
３ｍ，经典的临界层）处 ＯＧＷＤ被完全吸

收；又在地表与零风速高度之间没有发生波饱和过

程，所以ＯＧＷＤτｓ从地表到零风速高度之间呈如
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图３　算例１的结果（这里只考虑反向切变的情况，此

时在临界层（狕ｃ 槡＝ １０×１０３ｍ）处，应力τｓ完全被吸收）

Ｆｉｇ．３　Ｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｃａｓｅ１（ｏｎｌｙｔｈｅｂａｃｋｗａｒｄｓｈｅａｒｅｄ

ｗｉｎｄｉｓｃｏｎｓｉｄｅｒｅｄ，ａｎｄａｔｔｈｅｃｌａｓｓｉｃａｌｃｒｉｔｉｃａｌｌｅｖｅｌ（狕ｃ＝

槡１０×１０３ｍ），ｔｈｅｗａｖｅｓｔｒｅｓｓτｓｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅｌｙａｔｔｅｎｕａｔｅｄ）

图所示的线性变化。

　　对应风廓线式（２１ｂ），图４分别给出了在正向切

变（α＞０）和反向切变（α＜０）两种不同风速变化形式

下的τｓ廓线。从中我们可以明显地看到，由于风矢

量方向随高度的变化，应力矢量τｓ随着高度的增加

不断地偏离于风矢量方向。到达狕＝２０ｋｍ时（以

风矢量旋转的方向作参考），τｓ 比犝 整整落后了

５０°。这与Ｓｈｕｔｔｓ
［１４］在相同风速廓线下，用解析解

计算得到的由圆钟型孤立地形触发的ＯＧＷＤ的垂

直廓线的特征一致。后者也证明，本文的双波方案

对于选择性临界层吸收现象的处理是有效的。

　　图５给出了与式（２１ｃ）对应的τｓ随高度变化的

曲线，与式（２１ｂ）类似，风矢量随高度的旋转使得

ＯＧＷＤ不断被有选择地吸收，从而偏离于风矢量的

方向。但是到达狕＝９９３５ｍ高度以后，由于ＯＧＷＤ

图４　算例２（在反向切变（ａ、ｃ）和正向切变（ｂ、ｄ）两种情况下，τｓ随高度的偏转总是比犝

随高度的偏转慢，在狕＝２０ｋｍ时，前者比后者慢了约５０°）

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｃａｓｅ２（ａ，ｃ．ｂａｃｋｗａｒｄｓｈｅａｒｅｄｗｉｎｄ；ｂ，ｄ．ｆｏｒｗａｒｄｓｈｅａｒｅｄｗｉｎｄ．Ｔｈｅｗａｖｅ

ｓｔｒｅｓｓｖｅｃｔｏｒ犝ａｌｗａｙｓｆａｌｌｓｂｅｈｉｎｄ（ｓｅｅｎｆｒｏｍｔｈｅｌａｔｔｅｒ）τｓａｓｔｈｅｈｅｉｇｈｔｉｎｃｒｅａｓｅｓ，ａｔ狕＝２ｋｍ，

ｔｈｅｆｏｒｍｅｒｆａｌｌｓｂｅｈｉｎｄｔｈｅｌａｔｔｅｒｗｉｔｈａｂｏｕｔ５０°）
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图５　算例３，在正向旋转（ａ、ｂ）和反向旋转（ｃ、ｄ）两种情况下，到高度狕＝９９３５ｍ时，背景风矢量犝 恰好随高度

旋转了半圈，此时τｓ完全被连续分布的选择性临界层吸收

Ｆｉｇ．５　Ｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｃａｓｅ３，ｕｎｄｅｒｂｏｔｈｔｈｅｃｏｕｎｔｅｒｃｌｏｃｋｗｉｓｅ（ａ，ｂ）ａｎｄｔｈｅｃｌｏｃｋｗｉｓｅｒｏｔａｔｉｏｎ（ｃ，ｄ）

ｏｆｔｈｅａｍｂｉｅｎｔｗｉｎｄｖｅｃｔｏｒａｌｏｎｇｗｉｔｈｈｅｉｇｈｔ，ｔｈｅｗａｖｅｓｔｒｅｓｓｖｅｃｔｏｒτｓｖａｎｉｓｈｅｓａｔｈｅｉｇｈｔ狕＝９９３５ｍ，

ｂｅｃａｕｓｅｔｈｅａｍｂｉｅｎｔｗｉｎｄ犝ｈａｓｊｕｓｔｒｏｔａｔｅｄｗｉｔｈａｈａｌｆｃｉｒｃｌｅｆｒｏｍｂｅｌｏｗａｎｄｔｈｅｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ

ｓｅｌｅｃｔｉｖｅｃｒｉｔｉｃａｌｌｅｖｅｌｓａｂｓｏｒｂｔｈｅｗａｖｅｓｓｔｒｅｓｓｃｏｍｐｌｅｔｅｌｙ

被完全吸收，在此高度以上则不存在因 ＯＧＷＤ耗

散对基本流的修正作用。

　　在图６，我们利用北半球中纬度冬季的纬向平

均风速廓线（图６ａ）及美国标准大气（１９７６）提供的

图６　北半球冬季纬向平均风（ａ）及其中风廓线结合美国标准大气计算得到的应力廓线（ｂ）

Ｆｉｇ．６　Ａｚｏｎａｌａｖｅｒａｇｅｗｉｎｄ（ａ）ｉｎｗｉｎｔｅｒｉｎｍｉｄｄｌｅｌａｔｉｔｕｄｅｉｎｎｏｒｔｈｈｅｍｉｓｐｈｅｒｅ；ｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｗａｖｅｓｔｒｅｓｓ

ｐｒｏｆｉｌｅｃｏｍｐｕｔｅｄｆｒｏｍｔｈｅｗｉｎｄｐｒｏｆｉｌｅ（ｂ）ｏｎｔｈｅｌｅｆｔｔｏｇｅｔｈｅｒｗｉｔｈｔｈｅＡｍｅｒｉｃａｎＳｔａｎｄａｒｄＡｔｍｏｓｐｈｅｒｅ
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稳定度和密度垂直分布，对由大别山造成的ＯＧＷＤ

垂直廓线进行了计算。在那里，我们发现，在０．０—

０．５ｋｍ，２０．０—２６．５ｋｍ及５１．５—８０ｋｍ之间都存

在一个ＯＧＷＤ的显著递减区；考虑到最后一段高

度明显对应着平流层顶西风急流的位置，ＯＧＷＤ的

显著递减意味基本流被减速，所以，这里的双波方案

的确能起到缓解西风偏差的目的。

４　结　论

利用 ＴａｙｌｏｒＧｏｌｄｓｔｅｉｎ 方程式 （Ｂ１）的 二阶

ＷＫＢ近似解，本文给出了一个与自由传播线性地

形重力波相关的波动拖曳的双波参数化方案。通过

一系列在大别山地区针对理想风速廓线和一个北半

球中纬度冬季纬向平均风风速廓线下的ＯＧＷＤ垂

直结构的计算，证明了我们的双波方案，在风向发生

旋转时确实能够模拟ＯＧＷＤ矢量偏离与风向矢量

这种事实，而且它也确实能在平流层西风急流对应

的高度对基本流起到减速的效果，从而达到缓解西

风偏差的目的。当然，构成一个完整的第２代ＯＧ

ＷＤ参数化方案，以及该双波方案在大尺度数值模

式中的作用和应用还有待进一步的研究。
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附　录

Ａ　扰动流体的控制方程

在非旋转框架内线性化理想、定常、静力、完全可压扰动流体的动量方程、连续方程和热力学方程之后，

有

犝·犎（犝′犎）＋狑′犝狕 ＝－
１

ρ
犎狆′　　　　 （Ａ１）

１

ρ

狆′

狕
＋ρ
′

ρ
犵＝０ （Ａ２）

犝·犎
ρ′（ ）
ρ
＋
狑′

ρ

ｄρ
ｄ狕
＋犎·犝′犎 ＋

狑′

狕
＝０ （Ａ３）

犝·犎

θ′（ ）θ ＋β狑′＝０ （Ａ４）

其中带撇号的变量为扰动量，带横杠的为背景流的变量；犝′犎≡（狌′，狏′）为水平扰动速度，犝≡（犝，犞）为背景流

水平速度，β＝ｄ（ｌｎθ）／ｄ狕，犎（·）为水平梯度算子，其余的变量遵照通常的定义；式中的下标狕表示变量对狕

的偏导数。为进一步闭合方程组（Ａ１）—（Ａ５），需引入关系

－ρ
′

ρ
＝
θ′

θ
－
１

犮
２
狊

狆′

ρ
（Ａ５）

对式（Ａ１）—（Ａ５），引入下面的变量代换

（犝犎，狑，ρ，犫）＝
ρ
ρ槡０

犝′犎，狑′，ρ
′

ρ
，犵
θ′（ ）θ

＝
ρ０槡ρ
狆′

ρ０
（Ａ６）

并在连续方程中引入小马赫数近似［１７］，则有扰动流体的控制方程为

犝·犎（犝犎）＝－犎－狑犝狕 （Ａ７）



狕
＋Γ（ ）１ －犫＝０ （Ａ８）



狕
－Γ（ ）１ 狑＝－犎·犝犎 （Ａ９）

犝·犎（犫）＋犖
２狑＝０ （Ａ１０）

ρ＝－
犫

犵
＋
犮２狊

（Ａ１１）

其中ρ０＝ρ（狕＝０）；Γ１＝－β－犛／２，犛＝ρ狕／ρ。

Ｂ　ＷＫＢ近似解

对式（犃７）和（犃１１）二式施用二维傅立叶变换后，通过一系列运算能得到ＴａｙｌｏｒＧｏｌｄｓｔｅｉｎ方程
［１７］为

狑^狕狕 ＋
犖２

犝２狀
－Γ

２
１－２Γ１

犝狀狕
犝狀
－
犝狀狕狕
犝（ ）
狀

狑^ ＝０ （Ｂ１）

在假定犝 随高度缓慢变化的条件下，式（Ｂ１）有 ＷＫＢ近似
［１８］解，

狑^（犣）＝狑^（０）ｅｘｐｉε－
１

∫
狕

０
∞

犼＝１

ε犼犿犼（ξ）ｄ｛ ｝ξ （Ｂ２）

其中犣＝ε狕，ε为某个小参数，可以证明它与犚犻
－１／２成正比；垂直波数犿犼，犼＝０，１，２…的零至二阶的表达式则
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为

犿０ ＝
犖
犝狀
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 （Ｂ３）

ε犿１ ＝
Ν
犝狀
· －

Γ１犝狀
犖
·犝狀狕
犖
－
ｉ

２

犝狀狕（ ）犖
（Ｂ４）

ε
２犿２ ＝

犖
犝狀

－
１

４

犝狀犝狀狕狕
犖２ ＋

犝狀狕
２

２犖（ ）２ －１２
Γ１犝狀（ ）犖

２

·
犝狀狕（ ）犖［ ］

２

｛ －

ｉ
Γ１犝狀
２犖

·犝狀犝狀狕狕
犖２ ＋

Γ１犝狀
２犖

·犝狀狕
２

犖［ ］｝２ 　　 （Ｂ５）

Ｃ　文中引用的相关公式及结果

式（１３）中用到的犈（χ）的定义及其他相关结果

犅０ ＝β１＋β２ｃｏｓ２φ＋β３ｓｉｎ２φ＝ 　　　　　　　　　　　

１－
Γ１（犝０犝０狕＋犞０犞０狕）

２犖（０）２
－
犝０犝０狕狕＋犞０犞０狕狕
８犖（０）２

－
犝０狕

２
＋犞０狕

２

１６犖（０）［ ］２ －

Γ１（犝０犝０狕－犞０犞０狕）

２犖（０）２
＋
犝０犝０狕狕－犞０犞０狕狕
８犖（０）２

＋
犝０狕

２
－犞０狕

２

１６犖（０）［ ］２ ｃｏｓ２φ－

Γ１（犝０犞０狕＋犞０犝０狕）

２犖（０）２
＋
犝０犞０狕狕＋犞０犝０狕狕
８犖（０）２

＋
犝０狕犞０狕
８犖（０）［ ］２ ｓｉｎ２φ （Ｃ１）

犇１ ＝２犆１β１＋犆２β２＋犆３β３　　　　　　　　　　　　　　

犇２ ＝２（犆２β１＋犆１β２）

犇３ ＝２（犆３β１＋犆１β３） （Ｃ２）

犇４ ＝犆２β２－犆３β３

犇５ ＝犆２β３＋犆３β２

犈１狓 ＝２犇１＋犇２＋犇３ｔａｎχ

犈２狓 ＝２（犇１＋犇２）＋犇４＋犇５ｔａｎχ

犈３狓 ＝２犇３＋犇５＋（２犇１－犇４）ｔａｎχ

犈４狓 ＝２犇４＋犇２－犇３ｔａｎχ （Ｃ３）

犈５狓 ＝２犇５＋犇３＋犇２ｔａｎχ

犈６狓 ＝犇４－犇５ｔａｎχ

犈７狓 ＝犇５＋犇４ｔａｎχ

犈１狔 ＝２犇１－犇２＋犇３ｃｔａｎχ

犈２狔 ＝２（犇２－犇１）－犇４＋犇５ｃｔａｎχ

犈３狔 ＝２犇３－犇５＋（２犇１－犇４）ｃｔａｎχ

犈４狔 ＝２犇４－犇２－犇３ｃｔａｎχ （Ｃ４）

犈５狔 ＝２犇５－犇３＋犇２ｃｔａｎχ

犈６狔 ＝－犇４－犇５ｃｔａｎχ

犈７狔 ＝－犇５＋犇４ｃｔａｎχ

２４７　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
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犈狓（χ）＝ ［犈狓１ 犈狓２ 犈狓３ 犈狓４ 犈狓５ 犈狓６ 犈狓７］

犈狔（χ）＝ ［犈狔１ 犈狔２ 犈狔３ 犈狔４ 犈狔５ 犈狔６ 犈狔７］

犈（χ）＝
犓γ＋３Ｕ －犓

γ＋３
Ｌ

８π（γ＋３）犓γ０

犈狓（χ）ｃｏｓχ

犈狔（χ）ｓｉｎ
［ ］

χ

（Ｃ５）

犳（φ）＝ ［１　ｃｏｓ２φ　ｓｉｎ２φ　ｃｏｓ４φ　ｓｉｎ４φ　ｃｏｓ６φ　ｓｉｎ６φ］
Ｔ

特别的，不考虑切变时，有

犅０ ＝β１ ＝１，β２ ＝β３ ＝０

犇１ ＝２犆１，犇２ ＝２犆２，犇３ ＝２犆３，犇４ ＝犇５ ＝０ （Ｃ６）

犈１狓 ＝２犇１＋犇２＋犇３ｔａｎχ

犈２狓 ＝２（犇１＋犇２）

犈３狓 ＝２犇３＋２犇１ｔａｎχ

犈４狓 ＝犇２－犇３ｔａｎχ （Ｃ７）

犈５狓 ＝犇３＋犇２ｔａｎχ

犈６狓 ＝犈７狓 ＝０

犈１狔 ＝２犇１－犇２＋犇３ｃｔａｎχ

犈２狔 ＝２（犇２－犇１）

犈３狔 ＝２犇３－２犇１ｃｔａｎχ

犈４狔 ＝－犇２－犇３ｃｔａｎχ （Ｃ８）

犈５狔 ＝－犇３＋犇２ｃｔａｎχ

犈６狔 ＝犈７狔 ＝０

于是，可以很容易得到

τｓ（０）＝犜（０）κ
－１
σ狓狓

２ｃｏｓχ＋σ狓狔
２ｓｉｎχ

σ狔狔
２ｓｉｎχ＋σ狓狔

２ｃｏｓ
［ ］

χ

（Ｃ９）

犺２０ ＝
１

犡犢∫
犡

０
∫
犢

０

犺２ｄ狓ｄ狔＝∫
∞

－∞
∫
∞

－∞

犃（犽，犾）ｄ犽ｄ犾＝∫
∞

０
∫
２π

０

犃（犓，φ）犓ｄφｄ犓 （Ｃ１０）
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