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利用正交函数作气候要秦塌定量描述的拭脸
*

施 永 年
(南京大学气象系)

提 要

在本文中
,

首先提出了用近似的解析表达式定量描述气候要素爆的一般 问题
.

作者认为: 利用正交函数的线性组合作为近似表达式是具有许多优点的
.

提出了一

个衡量准确度的计算公式
.

计算了两个实例
,

求出线性组合中各项的系数
、

用线性组

合表示的定量描述方程
、

原始资料数据相对于描述方程的相关指数
、

标准簇差和方差

比
,

并且从各项系数对相关指数的贡献中比较了各项的相对重要性
。

匕L

一
、

引 言

在气候学理论中
,

为了研究各种气候形成因子与气候要素场之间的相互关系
,

如何客

观地对这些形成因子和要素的时空分布作一定量的描述
,

是一个极其重要的基本问题
.

显然
,

各台站的原始资料和等值线图
,

虽然都是客观的
,

但是在理论上处理时很不方

便
,

很难直接引用
.

而根据原始资料或等值线图求得的平均值或某些其他指数
,

又往往过

于概略
,

不能全面代表分布特点
,

有些甚至完全失去了代表性
.

因此
,

最理想的办法是寻

求一个数学上的面数解析表达式声
,

(
x , y ,

截 ,
)

,

根据我们所要求的准确度充分近似地定

量描述客观存在的
、

但其解析表达式并不知道的气候要素场 f(
x , y ,

截 ,
)

.

这样一个间题
,

从气候统计学的观点来看
,

就是求迥归的问题
.

但是
,

如果用解正规

方程组的方法
,

郎使是求一个自变数的曲线迥归
,

已经相当麻烦
.

而且
,

根据要求的准确

度发现计算结果不够满意而要增加项数时
,

所有的系数必须重新进行计算
.

至于求多维

空间中的曲面迥归
,

当然更是非常麻烦的事
。

但是
,

如果利用数学上提供的正交函数组
,

则可以使我们避开或减小如上所述的种种

缺点和麻烦
.

而且可以针对不同的问题
,

对正交函数组作最有利的选择(如使方程求解简

化
、

收敛加快等)
.

正因为如此
,

目前在气象学中利用正交函数的线性组合定量描述要素

场的例子已经很多
.

如
:
利用三角函数组作气温和土壤温度的谐波分析[1.z ] ,

利用等距点

正交多项式作气候变迁的趋势分析 [3]
,

利用 Le ge n dr :
多项式表示要素或形成因子的经向

分布卜6] ,

都是属于一元正交函数组应用于描述气候要素的时间变化或一度空间分布的问

题
.

而球面数 [7]
、

二元等距点正交多项式[s 一121
、

三角函数与正交多项式的混合函数【lz1 等等

二元的正交面数组也已经应用于描远要素场或形成因子的水平分很 在 E
.

H
.

B JI HH o Ba

的一系列论文中
,

更是经常利用球函数或三角函数与球画数的混合函数 11 31 来描述气候要

素或形成因子的空间分布及其时间变化
.

*
本文于 19 6 4 年 5 月 20 日收到

.
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二
、

平均最高温度的气候变迁趋势

据 5
.

K
.

Pr a m an 正 等 [31 的意见
,

要研究温度的气候变迁趋势
,

最好是对最高温度与

最低温度分别求它们的趋势 曲线方程
.

为了确定年与年之间的变化究竟是纯粹偶然的抑

或是其中包合了某种规律性的变化
,

可以首先用转折点法ll’1 对最高温度或最低温度的变

化数列进行随机性测验
.

从分布在全国的
、

纪录年代较长的八个台站的年平均每 日最高

温度和年平均每日最低温度的数列
,

进行转折点法随机性测验的 结果来 看
,

仅有上海

(19 04一19 , 8 共 55 年)的平均最高温度和沈阳 (19 06 一 194 。共 35 年) 的平均最高温度两

个连续数列是非随机的
。

也就是说
,

对于其他数列虽可用数学方法配合最小二乘方意义

下的趋势曲线方程
,

但这种曲线并没有什么实际意义
,

因为数列中每年平均最高温度或平

均最低温度的升降很可能纯粹是偶然的
.

为此
,

我们仅对非随机的两个数列求取其变迁

趋势曲线
.

此时
,

所考虑的气候要案场仅是时间
, 的一元面数

,

而且
: 的取值是离散

、

等距的
.

显然
,

正交函数组应以选择一元等距点正交多项式最为有利
.

根据 R
.

A
.

Fi s址rll s] 的方法
:
设N 为等距点的数 目(数列的年数)

,

当 N 为奇数时
,

可

取中间一年作为原点 (
, ~ 0 )

,

每递增或递诚一年 , 亦增诫 1
.

当 N 为偶数时
,

可取中间

两年分别为
, ~ 一 生 和

, 一

2

生
,

每递增或递械一年
,
亦增械 1

.

当 : 的坐标这样选取
2

时
,

规一化的一元等距点正交多项式 补(t) 可表示为
:

,
,

(
t ) ~

P
,

(t )
(1 )

式中
:

p 。

(r) ~ 1 ,

p i(t) ~ t ,

P Z
(

t) ~ , Z

一 Nz 一 1
‘

12

3Nz 一 7

2 0

(2 )

、,月习月1.1‘.eses、

l
,

护.P 3

(r) ~ , 3 一

一般言之
,

有递推公式 :

尸
r+ i

(t ) ~ p :
(

t) p
r

(r) 一

并且有公式
:

r Z
(N

Z

一
, 2

)
斗 x (4

r z

一 1 )
p 一 : (, )

.

(3 )

玛(t ) ~

川(t ) ~
N (N

Z

一 z )
12

N一N

N一,‘一一N一,名一
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N 一 1

2

习
尸X t) 一

t = 工二丝
2

N ~ 1

2

艺
尸呈(, ) 一

多= 」
‘

二丝
2

N (肺
2

一 1 )(N
Z

一 4 )
(斗)

1 8 0

N (刃
2

一 1 )(N
Z

一 斗)(N
Z 一 9 )

2 8 0 0

一般言之
,

有
:

艺
p 子(t) 一

t= 生二丝

(N 一 1 )(
r
)(N +

:

)(
r + ‘)

(2
, + 1 )

(zrr)
’

式中
:

(N 一 1 )(
·
) ~ (万 一 i )(N 一 2 )⋯ (N 一

r

+ i )(万 一 r
)

,

(N +
,

)(
r + 1, 一 (滓 +

;

)(N + r 一 i)⋯ (讨 + 2 )(N + 1 )N
,

‘
2 ·

丫一 {毕井、 r , L r 二r 工

随 刀
, ” , ‘的值而变的 尸

,

(t) 和 艺
尸汉t) 的数值可以从表叫上查得

.

因此
,

(5 )

系数

G (
, ~ 0 , 1 , 2 ,

⋯ ) 的求得非常方便 :

c
,

一 艺
T 、(t ),

,

(, )
.

t= 」二丝

(6 )

其中 T 试t) 表示数列中每年的平均最高温度
.

当 n 固定时

少、
。

(
‘) 一 艺

e
,

,
,

(, )
.

(7 )

仁

就是最小二乘方意义下对最高温度数列 了试t) 的最佳定量描述
,

它代表着最高温度气候

变迁的抛物线趋势
.

由下式定义的 p
。

可以作为用 少、
。

(t )描述 T , (t) 的准确度
:

艺
e 乙

风一
竺之上一~

入 7尸2

(s )

式中 尹 为数列 T 试t) 的方差
.

从统计学的观点来看
, p

,

实际上就是 T 试t) 相对于趋势 曲线 全, (t) 的相关指数
.

采用相关指数 p
,

作为 准 确度
,

其 优点 是意义 明 确
,

计 算方便
.

根据已经 求得 的

c
,

(
, 一 i , 2 ,

⋯
, ,

) 代入(s)式很快就可求得 p 。 ,

当 全, ,

(t) 与 T 、(t ) 完全一致时
,

p 。

一 1 ,

全,
,

(t) 与 T , (t ) 愈符合
, p 。

就愈接近于 1
.

反之
,

若事先规定了必需满足的准确

度 P。 ,

则可逐步将求出的 c ; ,

价
,

⋯
, c

。

代入(s) 式值至符合要木为止
, 。
就是最恰当的
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项教
.

由 p乙可以求出用 全。(t ) 定量描述 r M(t ) 的标准误差 S:

s 一 d 斌1 一 片
.

(9 )

此外
,

还可以用方差分析的方法侧验所求得的定量描述解析表达式的显著性
.

这时
,

方差比 F 可用下式计算
:

户乙

(1 0 )

而 F 的 自由度为 :
(

, ,
N 一 , 一 1 )

.

计算结果
:

(1 ) 沈阳 (1 9 0 6一19 4 0 )

年平均最高温度数列的方差
: 护

将上表中 c ,

的值与(l) 式中的叭(O 代人(7 )式
,

再合并同次项
,

郎得趋势方程 :

全Ma (t) ~ 1 3
.

5 + 0
.

0 1 3 2 , 一 0
.

0 0 0 7 9 5 户 + 0
.

0 0 0 0 1 , , ,
气 (1 2 )

按(s) 式计算相关指数 p
。

以检查趋势方程与原数列的吻合程度 :

1
.

9夕 + 0
.

4 2 8 2 十 0
.

0 6 3 1

3 5 X O
一

6 7 2
一 0

一

2 6

自p:

Pa ~ 0
.

, 1

原数列相对于三次抛物线(1 1) 式的相关指教为 0
.

5 1
。

明显看出
,

其中以 cl 对相关指教的

贡献最大
,

若考虑趋势方程为
:

少‘(
t
) ~ c 。? 。

(
t
) + c i , :

(
r) ~ 1 3

.

7 + 0
.

0 3 2 6 : .

(1 2 )

则相关指数亦可达
:

p : 一

概磊一
据(19 )式

,

可算出方程(1 1) 描远原数列的标准误差
:

占 ~

据(1 0 )式
,

算得方差比
:

o 石7 K 丫1 一 0
.

2 6 一 0
.

0 7 6 ℃

0
.

2 6

~ 3 . , .

厂 二 二二

一
= 二 J

.

O j

1 一 0
.

2 6

3 5 一 3 一 1

如果取显著性水准为 , 多
,

则 自由度为 (3
,

31 )的 F 临界值 : F * ~ 2. 91 【I6]
,

因此
,

至少有

95 %的把握可以认为方程(1 1) 的配合不是随机的
.
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(2 ) 上海(1 9 0 4一19 5 5 )

年平均最高温度数列的方差
: 尹 ~ (0. 7 4 ℃)z.

系 数 c
,

值

代入(7 )式
,

可得趋势方程
:

全。3(t) ~ 2 1
.

4 + o
.

o 5 ll t 一 0
.

0 0 1 9 9 , 2

一 0
.

0 0 0 0 9 7 9 , , .

相关指数
:

(1 3 )

一
_

/
9三2竺全上圣

二
旦多三生生鲤 -

V 5 5 X 0
一

7 4
名

0
.

7 1

因此
,

(1 3 )式与原数列的吻合程度比沈阳的情况要好一些
.

但是
,

在相关指数中主要的贡

献是由二次和三次多项式的系数作出的
,

所以上海的最高温度变迁趋势方程就不能不考

虑二次项和三次项
.

若仅考虑一次项
,

相关指数是
:

p ; ~
.

概霖
一

。
若仅考虑到二次项为止

,

相关指数是
:

0
一

6 2

方程(13 )的标准误差
:

{0
.

7 3 5 ,
+ 3

.

3 2 2

PZ 一
魂 lwe二: 犷, , : 二丁二尸 一
V ) ) 入 U

.

丫斗
“

~ 0
.

7 ; x 犷i 一 0
.

7 12

一 0
。

5 2 ℃

方差比
:

0
。

7 1

F

一—
一

主

—
一 17 .2

1 一 0
.

7 1 2

5 5 一 3 一 1

这一 F 值大大地超过了显著性水准为 0
.

1多
、

自由度为 (3
,

51 )的临界值 F *[l 61
,

99
.

9 关以上的把握认为趋势方程(13 )的配合不是随机的
.

图 1 和图 2 中的曲线就是根据趋势方程(1 1) 和(13 )作出的
.

可有
‘山、J以,�”一

.屯JLLr,、11,J注梦‘‘O一

℃222120

l吠巧 19 10 19 14 19 1 8 19刀 19浙 1 9加 19 3月 19岛 19喇〕年

.
‘ 1 1勺10 19 18 192 6 193 4 194 2

. 优 _ _ l ‘
’

。 : .
’

。 _ 二_ - 一 二二二二一
‘

_ 乞 _

I城】呼 I , l弓 I , 艺名 I , , U I男 6 195 4 年

图 1 沈阳年卒均最高温度变迁趋势 图 2 上海年千均最高温度变迁趋势

图上的折线代表沈阳和上海的年平均最高温度实际数列
.

由图可见
,

沈阳的趋势曲线很

接近于一条直线
,

而上海的趋势曲线显然具有三次抛物线的特征
.

从相关指数的计算中
,
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我们早已肯定了这些事实
.

由这两条曲线来看
,

从 1 9 0 5 年至 19 4 0 年左右
,

无论沈阳或上海
,

都具有升温的变迁

趋势
.

而从上海的趋势曲线来看
,

从 40 年代开始
,

有降温的变迁趋势
.

趋势曲线的这些

特征是和王鹏飞l17] 用其他方法研究我国近百年来的气候变迁所得结论是一致的
.

三
、

我国沿海温度锡的定量描远

在 Al be r :
等积投影的地图上

,

选取如 图 3 的矩形区域作为描述的区域
.

这个区域可

以用 15 x 21 个格点分为 14 x 20 个正方形
.

每个格点的坐标是 (
x , y )

, x 的取值由

o
,

i , 2 ,

⋯值至 1 4 , y 的取值由 o , 1 , 2 ,
·

二 直至 2。(见图 3 )
.

根据资料l1,] 作出了该区域上 1 月份的等

温线图和 7 月份的等温线图
.

在每个格点上

可以读出相应月份的温度数值 T (
x ,

刃
.

设 X
,

(幻 为 巧个点的规一化等距点
r

次正交多项式
, Y

‘

(刃 为 21 个点的规一化等

距点正交多项式
:

叱
沙

誉

X. (
二
) ~

息
‘一‘,

‘

(
可丫

r

十‘
丫全2竺

,
八

‘ / (1 4 )(
‘)

(1 4 +
r

+ i )(
, + ‘)

(Z
r + 1 )(14 )(

r
)

Y
,

(少) ~

息
‘一 ; )

了

(:)(

护详沪

‘

吉
口 一玩一一~ 汾

图 3 定t 描述温度锡的区域和坐标

(2 0 )(‘)

(2 0 + ! + i )(
‘+ 。

(2 5
+ 1 )(2 0 )(

‘
)

其中

.

⋯
(1 4 )

,

-

件便盯一l
引l

(
二)(‘) ~ x

(
x 一 1 )⋯ (

x 一 i + 1 )
,

(14 )(‘) ~ i斗 x 13 x ⋯ x (i斗一 i + 1 )
,

(i斗 +
!

+ 1 )(
, + 1 , 一 (14 + , + i )(14 +

r

)⋯ (1 4 + 1 )
,

(i斗)(
r
) ~ 14 x r3 x ⋯ x (1 4 一

犷
+ 1 )

.

余仿此
.

则它们的乘积 x
,

(幻 Y
,

(刃 就是在 巧 x 21 个格点上正交的一个 (
, 十 t) 次规

一化正交多项式
。

由此我们可以得到定量描远相应月份温度分布的方程
:

少(
x , , ) 一 艺 艺

a , ,

x
:

(
二 )Y

:

(, )
.

(1 5 )
r . 0 , = O

其中每项的系数就是
:

1弓 匀
a 。 一 艺 艺

了(
x , , )X

·

(, )Y
·

(, )
·

(1 6 )
苦 = o y = 0

相关指数 P
。

的计算公式此时化为下式
:
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艺 艺 硫 一 场

(1 7 )

艺 艺 产执
y ) 一

苦 = o y = 0 1 5 X 2 1 (艺 艺 双 x,
苦 = o y = 0

, )
)
’

从等值线图上读得 T (
x ,

刃 在各格点上的数值
,

根据(1 6 )式
,

并利用数表 1101
,

对 1 月

份和 7 月份分别求得 a’. 值
,

定量描述方程
,

原始资料对于方程的相关指数 p
。 ,

标准误差
s ,

方差比 F 等如下
:

(i ) i 月份

口口佣佣 口1000 a 0 111 口里000 a llll

333 1
。

0888 一 1 0 5
。

2斗斗 1 6 2
。

9斗斗 1 7
。

6 444 2 2
。

6 777

aaa 0SSS 召吕OOO a 2 111 口”” a l阳阳

一一 6
.

2 555 3
.

9 000 1 1
。

2 555

定量描述方程式
:

全(
x , y) ~ 1

.

9 4 + o
.

1 7 x 一 o
.

1 4 y 一 0
.

0 0 0 5 6 7 x Z

+ 0
.

0 0 0 6 6 6 x y + 0
.

0 0 0 0 1 1 4 y Z
+

+ 0
.

0 0 0 0 6 0 5 x 3 一 0
.

0 0 0 0 0 2 斗 x Zy + 0
.

0 0 0 0 0 3 4 二y Z

+ 0
.

0 0 0 0 1 17 y 3 .

(1 5 )

原始资料相对于(1 5) 式的相关指数
,

据(1 7 )式应为
:

10 ,
.

2 4 2

+ 1 6 2
.

9 4 2
+ ⋯ + 1 0

.

1 8

= 0
.

9 7
斗0 9 2 5

.

7 6

lV
一一巧

标准误差
:

/4 0 9 2 5
.

7 6 , x (i 一 0
.

9 7 ,

)
合 一

‘ I

V 1 5 X 2 1

~ 2
.

6℃

方差比
:

0
.

9 7 2

F ~ 一一一一二一

—
一 , 9 1

.

1

1 一 0
.

9 7 2

1 5 X 2 1 一 9 一 1

(2 ) 7 月份

aaa .翔翔 奋 1 000 a 0 111 口至000 a 」111

444 5 6
.

7555 一 2 1
.

1000 2 6
。

3 333 一 2 0
.

9 555 一 9
。

3斗斗

口口如如 召3 000 召2 111 e l呀呀 a 创方方

一一 7
.

9 666 一 5
。

9 222 一 4
.

3 555

定量描述方程式
:

分(
x , y ) 一 2 ,

.

6 5 + 0
.

0 , 2 9 x
一 0

.

0 1 9 7 , 一 0
.

0 0 2 , i x , 一 o
.

0 0 0 3 9 o x , 一

一 0
.

0 0 0 2 5 6 尹 + 0
.

0 0 0 0 7 9 9 x 3 + 0
.

0 0 0 0 0 3 9 2 x Zy +

+ 0
.

0 0 0 0 0 1 1 3 x yZ 十 o
.

0 0 0 0 0 2 1 4 y气 (1 9 )



3 5 卷

原始资料对于(19 )式的相关指数
:

护
1

。

1 0 2

十 2 6
.

3 3 2
+ ⋯ + 1

.

8 7
~ 0

一

8 6

19 3 8
.

8 0

标准误差
:

1 9 3 8
.

8 o X (1 一 0
.

5 6 2

)
‘ ,

.

_

—
~ l

。

, 份飞J

1 5 X 2 1

方差比
:

0
.

8 6 2

F ~ -
一一卫一

- - -
1 一 0

.

8 6 2

1 , X 2 1 一 9 一 1

由以上求得的 F值与显著性水准为 0
.

1 %
,

自由度为(9, 30 , )的猫界值 F * 【161 相比较
,

发现
:

无论在 1 月份或 7 月份
, F 都大大地超过了 F * ,

因此可以认为 (1 5)
,

(1 9 )式的求得

并不是随机的
.

此外
,

从 1 月份的 ‘ 值可以看出线性项是占绝对优势的
.

事实上
,

如果仅考虑线性

项
:

全(
二 , y ) ~ a 呼丫。

(二) y o

(y) + a 协X i
(
二
)Y

。

(, ) + 。。 x
。

(
二
)v

: (, ) ~

~ 1
.

9 0 + 0
.

1 8 2 x 一 0
.

1 4 5 y
.

则原始资料相对于此描述方程(2 0 )的相关指教为
:

11 0 5
一

2 斗2 + 16 2
。

9 4 2

(2 0 )

八 ~ ~ 0
.

9 5
4 0 9 2 5

一

7 6

因此可以认为 1 月份的温度分布墓本上是水平坐标 (
二 ,

力 的线性两数
.

但 7 月份却是另外一种倩形
,

由 ‘值可以看出
,

二次项对相关指数的贡献与一次项

的贡献达同一量级
,

甚至连三次项也有相当重要的贡献
。

这说明 7 月份我国沿海地区温

度分布的形势要比 1 月份复杂得多
.

为了验证定量描述方程 (19 )
,

(20 )式的正确性
,

曹根据方程分别算出各点上的温度

值
,

绘制 1 月份和 7 月份的等温线图
,

其结果是与原来的等温线图非常近似的
.

* * *

上面所举的仅是利用一元和二元等距点正交多项式进行定量描述的两个实例
.

对于

不同的 目的
,

利用各种正交函数组定量描述气候要素场的试验我们还在继续进行
,

其结果

待以后发表
.

致谢 : 本文承导师么枕生敬授启发与妓励
,

得以完成 ; 又文中的两个实例
,

一部分是在我系蒋燕酸

(1% 2 )
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蔺永华 (19 ‘3 )两位同学毕业论文中数据的基础上进行计算而得的
,
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