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地震活动数学建模的物理含义及

等价动力学过程

郭大庆 杨立明 石特临

( 国家地衰局 兰州地震研究所
,

兰州 7 3 0 0 0 0)

摘要 在对时序数学模型进行较 为系统地研究的基拙上
,

本文探索将离散数

学模型转换为连续动力微分方程
,

实现由实浏数据反演动力微分方程
。

本文介绍 了

模 型转换 的原理
、

具体计算方法
,

探讨 了方程的物理含义及所反映的 动 力学过程
,

并给 出 了计算实例
。

主题词
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1 引言

在对地震活动
、

演化及预测的研究中
,

作者对离散数学模型进行了较为系统
、

深入的研

究
,

先后进行了 自回归 A R ( n) 模型
、

门限 自回归模型
、

指数自回归模型等系列 的建模工作
,

将所建模型应用于青藏高原北部
、

中国大陆及大陆西部等地 区进行不同时空尺度的地震预

测和地震活动分析研究〔卜
`〕 ,

取得 了一定的效果
。

但在这些工作中较少涉及模型的动力学过

程和物理含义的讨论
。

如果能将这些离散形式的模型转化成微分方程
,

即由实测的离散采样

数据反演系统的动力微分方程
,

用微分方程进一步研究系统的动态特性和物理本质
,

这无疑

将加强时序模型的研究深度
,

开拓应用和研究的思路
。

本文介绍 了将离散模型转换为连续动

力微分方程的原理及方法
,

并对其物理含义及其他有关间题进行了讨论
。

2 模型转换的物理意义

实际上一些简单的结论已经体现 了模型转换的意义
。

一个一阶差分方程
x

,

+ a ,
xt
一 ,

~ b ft

其相应的微分方程为

` x + k x 一 f ( x )

它代表了一种单 自由度的振动系统
。

二阶差分方程

x
,

+ a l x
`一 ,

+
a Z
瓜一 2

= b l

ft + b Z

关一 ,

相应的微分方程是

m x + ` x + 点二一 c y + 卿
它代表了单自由度的强迫振动系统

,

若简化为 A R ( 2) 模型
,

则相应的微分方程为

m x +
c x + kx 一 O

它代表了单 自由度的 自由振动
。

考虑到一般形式的微分方程



第 3 期 郭大庆等
:

地震活动数学建模的物理含义及等价动力学过程 5 5

a,

x ( ” )
+ 入

一 l x ( ” 一 ”
+ … +

a o x 一月
, 一 , z 〔” 一 ” + … + 月

。 z ( t )

写成传递函数形式为
a ( D ) x ( t ) ~ 月( D ) z ( t )

其中左边体现了系统的固有特性和规律
,

对应于 A R M A 模型的 A R 部分
;
右边反映 了系统

同外界的相互联系及作用方式
,

对应于 A R M A 模型的 M A 部分
。

所以 A R M A 模型的 A R

部分表征了系统的固有特性
,

M A 部分则代表了外激励
,

因而将离散的差分方程形式的模型

转化成微分方程
,

具有深刻的物理含义
。

由于门限自回归模型实际上是一组 A R 模型
,

指数自回归模型是一种特殊形式的 A R

模型
,

因而 A R 模型的转换具有一定的代表性
。

由于 A R 模型又是 A R M A (n
,

m )模型的特殊

情况
,

所以本文以 A R M A (n
,

m )模型为例进行研究
。

3 模型转换的基本原理和方法川

3
.

1 转换原则

时间序列是对某一连续过程离散采样 的结果
,

因而时间序列中所含的信息同原连续过

程相 比较
,

有一定的损失
,

基于时序所建立 的离散模型也必将丧失原连续过程的部分信息
。

因此
,

由离散模型向连续模型的转换
,

是一种等价意义上的转换
,

不可能恢复原系统的全部

信息
,

但是它们仍保留了原连续系统的主要特征
,

表现在
:

( 1) 在采样点上
,

两者具有相同的

测值 { x :

}一 {x( t ) } , (2 )两者具有相同的统计特性
,

自协方差函数相等
,

即 R三一 R ( s )
。

由于 A R M A (n
,

m )模型在时域中的主要特征由系统的单位脉冲响应函数 G ; ,

即 G r
ee

n

函数和动态数据的自协方差函数 凡 来表征
,

同样
,

对连续系统
,

G r
ee

n 函数和 自协方差 函数

也是同等重要的表征系统基本特征的量
。

对同一系统而言
,

这两者也对应相等
,

所以在转换

中遵循的原则是在采样点上
,

时间序列与原连续系统具有相同的自协方差函数或 G er e n 函

数
。

3
.

2 转换方法

基于以上原则
,

在转换中有两套方法可循
,

其一是根据 自协方差函数相等的原则
,

与之

相应地有时域内的转换法和频域内的转换法
,

其中 A R 部分的转换
,

不论以那种方式
,

转换

公式均可写成 入一 e践△ ,

当△满足 S h an no
n
采样定理时

,

转换唯一
,

而 M A 部分的转换在时域

内需求解非线性方程组且转换不唯一
,

在频域中的转换受系统的稳定性要求的限制
。

其二是

据格林函数相等的原则在时域中转换
,

此时亦需求解非线性方程组
,

且转换不唯一
。

但如果

采用传递函数法进行转换
,

则不仅简单
,

而且唯一
。

由于一般形式的微分方程

氏 x `· , ( t ) + 氏 _ l x `一
` ) ( t ) + … + 衡 x ( t ) = 月一

1 2 `” 一 ` , ( t ) + … + 月
。

z ( t ) ( l )

一 , . * 卜 , ,

~ _ _ d _ _
, 、

引入微分算子 D 一釜后变成甘 ` / 、 F
坏 / J

汁
J ~ d t

了目人呐
a ( D ) x ( t ) = 月( D ) z ( t ) ( 2 )

其中

a ( 。 ) 一 。 ,

。 +
二 , 一 I

D一
`

+ … + a ,
D + a 。

一艺
a ,

口

月(D ) 一月
, 一 ,

户
一 ,

+ … + 月
,
D + 口

。
一艺几口
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记为 入M (
r , , n 一 1 )

,

写成传递函数形式为

月( D )
, 、

士 叹t 少 =
一万干刃砚 Z 气` 夕
口 戈2 夕少

( 3 )

且
a ( D )

、

俘( D )可写成

“ ( D ’ 一 ( D 一 “ , ’ ( D 一肠 ” ”

(D 一动 一忍(D 一的 ’

( 4 )

口( D ) = 夕
, 一 1

( D 一 。 1
) ( D 一 。 :

) … ( D 一 u , 一 1
) 一月

。 一 ,
刀 ( D 一竹 )

其中 件,

是 A R 部分的特征根
,

是传递 函数的极点
,

表征系统的固有特性
,

uj 是 M A 部分的特

征根
,

表征系统同外界的联系
,

是传递函数的零点
。

由于 A M (n
, n 一 1) 模型的 G’r ee n 函数具有如下形式

:

(G t) 一
`

蓦c
f

砂
` , ` 一 j△ ( 5 )

A R M A ( n ,

m ) 模型 的 G re en 函数为

G
,

-

其中

蓦g
t

群 ( }划 < 1) ( 6 )

g
`
一刃
一

:

只(`一铸 )

H (入一人)

( 7 )

人
,

爪分别是 A R M A 模型 A R
、

M A 部分的特征根
。

据采样点上 G r e即 函数相等的原则有

万 cet 呻

于是有

{
凡-

} g
:

一

将 ( 4) 式代入 ( 3) 式中的传递函数部分
:

:

艺
g火

e气△

。
, _ 、

月( s )
匕气万少 一 了厂万 =

ZL 戈万少

月~
,

( s 一 。 l
) ( s 一 。 2

) … ( s 一 U , 一 1
)

( s 一 产:
) ( s 一 产:

) … … ( s 一 产
,

)

+
一热

= 夕
, 一 ,

(
C

l

s 一 产1

C

十
-

—S —
C

.

… 十

—S 一 召
,

一
女 g
屯写

s
一 从

其 中

C
:

一风一 :

H (八一 u ,

)
少一 1

11 (产
,

一产
,

)
了一 l

少笋 `

( i一 1
,

2
,

…
, n )

将 ( 9) 式代入 ( 3) 式中
:

x ( t ) 一
月( D )
a ( D )

z ( t ) -
寻, C

夕
,

干二一一 z ( t )

育
`

刀 一 从

将 (影式代入 ( 1 0 )式得
:

艺
g

:

11 ( D 一 的 )

工 (t ) 一

一
书~

一
- -

一

一 z( t)

( 8 )

( 9 )

( 1 0 )

( 1 1 )

刀 ( D 一 从 )
了一 l
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将 ( 1 1)式同 ( 3)式相 比较可见
:

月( D) 一艺
g

,

刀 ( D 一 产`
)

夕~ 1

J护 t

( 1 2

a ( D ) 一 刀 ( D 一从 )

…
l

可见只要求出 p( D )
、 a

( D )即可实现转换
。

4 基于地震活动的模型转换实例

对青藏高原北部地震 区 ( N 3 2
.

一 43
. ,

E 9 8
’

一 1 1。
’

) 1 9 50 一 1 9 9 2 年年最大震级序列建

模
,

得到如下 A R ( 3) 模型
:

x
,

= 0
.

3 78 4 x
。 一 ;
十 0

.

1 3 3 3 x
, 一 2

+ 0
.

4 8 4 3 x 一
3

这是 A R M A ( 3
,

0) 模型的特例
。

A R 部分的特征方程为

几3
一 0

.

3 7 8 4几2
一 0

.

1 3 3 3几一 0
.

4 8 4 3 = O

其特征根 入,
= 0

.

9 9 8 1
,

入2
.

3
= 一 0

.

3 0 9 8士 1 0
.

6 2 3 9
。

M A 部分的特征根 几一 O
。

关于 伪 的求取

由于选用了年最大震级序列
,

△一 1 年
,

据 ( 8 )式有 佑一半
1。 、

,

因此
囚

J

~
2 目 “ ’

~
/ 、

~ ~
` J / “ ’

一
`

” 州
、 “ z

~
门 洲 △ “

` ’ ” ’

~ 护以

1
,

热 ~ 西 1n
凡 ,

~ 一 .U U U I ,

入: 、

入:

为共扼复根
,

据有关结论
,

1
, 、

1
产 、 . 、

…
, , .

。
, 、 、 , , , , , , 。

热
,

3
一丁 I n 戈

,
3
一 下 址I n }人 , l士认 a r

g 人十认尤刀诀一 1 ,

士 1 ,

士 乙 ,

… 夕
`曰 ` J

其中

}几
,

}~ 。 .R甲
。
一 。一伙

`

a
gr 入+ 2肋 一叭 、厅二乎△

参一
以

2
+ 几3

)

Z v

氛
办义

r
.

…
l

ù

……
、

故 套一 0
.

4 4 4 5
, 。 ,

一 0
.

6 9 6 5
,

z n
}又

,

}一 一 0
.

3 0 9 8

由于
二

gr 凡+ 2肠一 叭 幼 1二了乙

代入 叭
、

屯的值得
a
塔又

,
+ 2肋 = 0

.

6 2 3 8

满足条件 、 气不死至 < 二 ,

故能保证转换的唯一性
。

所以取

a r
g 几,

+ 2肠 = 0
.

6 2 3 8△

可得 尸 2
,

3
= 一 o

·

3 0 9 8士 1 0
·

6 2 3 8

4
.

2 求取 gl

由于本模型是 A R M A (3
,

0) 的特例
,

故 m 一 。
, n 一 3

,

味一 O
。

代入 劝
、

入; 于 (7 )式 中得
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{ 9 1
= 0

.

4 7 35

成9
2

~ 一 0
.

0 4 7+ 0 1
.

18 0 9

〔9 3
= 一 0

.

0 4 7一 0 1
.

18 19

4
.

3确定 “ ( D)
,

p ( D )

将 9
1

书 代入 ( 1 2 )式得

! a
( D ) = D

,

+ 2
.

5 2 1 D
2
+ 1

.

6 6 2 6 D + 0
.

9 2 2 4

{月( D ) 一。
.

3 7 9 5介 + 。
.

o 3s 5 D + 0
.

2 2 9 2

4
.

4 转换微分方程的建立

据传递函数法
a ( D ) x ( t )一夕( D ) z ( t )

将
。

( D )
、

队 D )代入
,

即可得出所求微分方程式
:

d x 3

等幸+ 0
a 艺

~

.

6 2 1 5
d护竺于幸+ 0
a t `

.

; 8 6 3
伞+ 。

.

。。 。 9二一 。
.

3 7 9 5
螟 + 。

.

。 3 8 5
伞+ 。

.

: 2 9 2 2

a t a t ` a 不

5 讨论与结论

由前面的转换可以看出
,

描述地震活动的一个 A R ( 3) 模型可以转换成一个三阶的非齐

次常微分方程
,

物理 内含相当丰富
,

表现在
:

( l) 该方程的左边是一个三 阶齐次微分方程
,

描述了地震活动的
“
固有

”

运动
,

相应的齐

次通解可以写成
:

x

一
e丁

。
.

。 , , 6,
+ e 一。

.

” ` 。`

( C Z c os o
·

7 8 0 7 t + C
3 s in o

·

7 8 0 7 t )

可见
,

地震活动的固有运动包含两部分
,

其一为衰减的趋势项
,

其二为周期振荡项
,

分别对应

于本区本世纪以来地震活动的衰减趋势和活跃一平静相间的准周期特性
,

同时亦表明相应

的孕震系统相当于一个振动系统
,

因而才可能在外界作用下产生周期或准周期的活动行为
。

( 2) 该方程的右边是
“

外激励
” ,

代表 了外界或系统周缘的外作用
。

若用一般形式 f ( z )来

反映外作用的形式
,

则方程可写为

x + 0
.

6 2 1 5 x 十 0
.

4 8 6 3 x + 0
.

0 0 9x ~ f ( z )

当 f ( z ) 一 。。 s t 时
,

相当于一个持续的缓慢的外作用
,

此时模型的通解为

x 一 x
’

十 q

其中
c , 、 。 : 、 。 3 、 。 ;

的取值决定于此作用和初值条件
,

此解仍表现出周期运动
,

相 当于地震活动

的周期行为
。

当 f ( z ) 一 H is n o t时
,

相当于一个周期的外作用
,

模型的解形式上为

x 一 x
.

+ f ( 11
,

a, ): l’n o t

表现为一种较复杂的周期行为 的迭加
。

当 f (
z )一 d z

+
e z + f:

时
,

相当于一种相对复杂的外作用
,

分析方程的形式可知
,

应该具

有 k ert 形式的特解
。

当
r
是复数时

,

k ert 含有
s in 毗项

;
当

r
是实数时

,

则是一种非线性指数发

散的形式
,

前者表现为周期行为
,

后者表现 了外界的制约和主导作用
,

因而此时的活动形式

已很复杂
。

综合这三种形式
,

方程的解可写为
:

x 一 x
.

+ 万
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其中 x ’

随时 间衰减
, x 的非齐次作用越来越大

,

这相 当于块体的作用或 系统的外作用在起

主导作用
。

当然
,

一般意义上来讲
,

对离散模型进行转换是有条件的
,

除满足前述的转换原则外
,

还

应满足
:

。 。 1
,

人一 e
’ ,

从一下 In 八
`

泊

即只有离散 A R M A 模型的根 入为正数或复数
,

此时的系统才是物理上可实现的
,

也才能进

行转换
。

从上述的讨论可以看出
,

一个预测的时序数学模型在一定的条件下可以转换成连续动

力方程
,

这一方程在一定意义下等价于原离散模型
。

连续模型可以从物理上对离散模型描述

的物理系统进行定性或定量的讨论与研究
,

这将有助于预测模型的应用和深化
。
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