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一种新的正定平流方案及其在水汽预报

方程中的应用
’

谢 邵 成

(国家气象局国家气象中心 )

提 要

本文在 S m ol a rk 沁 w icz (1 9 8 3 )〔
‘〕方案的基础上

,

提出了一种新的正定平流方案
。

它是无条

件计算稳定的
,

形式简单
、

物理意义清楚且阻尼小
,

能够很容易地应用到多维模式中
。

文中通

过一简单的平流试验
,

与其它几种有名的正定平流方案进行了比较 ; 最后将这种方 案应用到

国家气象中心细网格有限区域业务预报模式水汽预报方程中
,

避免了原水 汽计算方案产生严

重负水汽的问题
,

并对 24 h 降水预报场进行分析
。

引 言

在数值预报模式中
,

往往需要计算正定量的平流
。

然而
,

在物理量分布梯度很大且其

值很小的地方
,

使用二阶或更高精度的有限差分方法
,

由于截断误差
,

常 常会 导致负值的

出现及其随时间的虚假增长
,

这会给数值计算造成许多困难
。

用一阶精 度的
“

迎风
”

差分

格式
,

虽然能够保证正定
,

但这种格式本身具有很强的阻尼性
,

会使预 报系统的强度大大

削弱
。

因此
,

如何比较好地解决这一问题
,

是许多气象学者致力研究的一个课题
。

解决这一问题的一些数值方法是近十几年才逐渐发展起来的
。

B or is a n d B o o k 〔
’ , a ’,

B o o k 等
〔‘〕首次提出通量修正 传 输 方 案 (简 称 F C T

-

一
th e flu x 一c o r r e c t e d t r a n s p o r t

m o th od )使用 F C T 方案可以保证正定
,

而且能够有效地处理激波等问题
,

但把它应用到

多维模式中时
,

计算方案相当复杂且需要额外花费大量的计算时间
。

s二 ol a r k ie w ic z (1 9 8 3 )在 F c T 思想的基础上发展了一个简单有效的方案
。

他使用
“

迎

风
”

差分方案并辅住一
“

反扩散
”

修正
。

这种方法不仅能保证正定而且具有形式简单
、

阻尼

小及节省计算时间等优点
。

本文是在 S m ol a rki e w ic z (1 9 8 3 )方案(下文均简称为 S 方案 )基础上
,

从半 拉格朗 日

思想 出发
,

应用王宗皓
〔5 1
提出的浮动算法

,

设计出的一种新的正定平流方 案
,

它将 S 方案

由条件计算稳定改进为无条件计算稳定
。

二
、

一种新的正定平流方案

在不考虑源和汇的情况下
,

平流方程可以写为
:

本文于 2 9 5 8 年 1 1 月 1 5 日收到
,

1 9 8 9 年 7 月 1 5 日收到最后修改稿
。
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票
十 v

.

: p 一 。

U 乙
(1 )

其中 P (x , y
, : , t )为正定量

,

V 一 (。
, 。 ,

吞)是风矢量
。

为了简单起见和便于与 S 方案相比较
,

我们先考虑 (1) 式在一维情形下的方案设计
,

然后再将其推广到多维空间
。

1
.

一维正定平流方案的设计

考虑 (]
一

)式在一维的情形
;

贡
+ “

丽
(2 )

对
、
为常数的情况

,

方程 (2 )按半拉格朗 日的观点有解
;

P 万+ ‘一 (3)

其中 艺一 孔 / △
劣 , : 一 t/ △t

,

艺
, r 均为 整数 月 =

由(3 )式
,

我们可以把求 P
‘r

+1 的问题当成插值问题来处理
。

显然若用线性 内插求出

P二
,

其时间步长 △t 的选取要受到 只蕊 1 条件限制
,

为了延长 △t
,

允许 只> 1 ,

我 们把文献

[ 5〕提出的浮动算法思想应用到求解(3) 式中
。

设 △t 取的较大
,

使 只> 1

令
二 〔久〕

= 久一饥

(4 )

(5 )

其中[ 刁表示取整数
。

显然总有

。< 拜二 叫全i
△X

< l (6)

成立
。

其中

。‘= ]劫 J一
塑全三
△t

(7 )
i一 入 1 一 m

在
u 妻 0 时

,

由(7) 式有
卜- - 一一一一币尸一一一- - 一一

D E F

“ = u ‘

十
塑叠兰
△t

(8 )
图 1 气块位置示意图

如图 1 所示
,

对方程 (3 )而言
,

在 △t 内其位移

。二 一 f
‘十
“ 、己‘一 f

““
了
、了

+ 卫弃生、己
‘

口
.

口
‘ \ 。名 /

一 D E + E F (9 )

_ _ 尸
十 “‘

, ,
.

_ _ 尸
+ “ ’

饥△劣
, _

_
、 ,

一
‘ . ,

一 ~ 一
L一 、

-

一
, - 一 一

-

一
, 、 .

共甲 刀石 一J
‘ 倪

‘

“‘
,

脚
‘

一 J
‘

一五丁- “‘
。

囚为仕 娜 四至气项息猫 路伦 刀 岁
’

移动过

程中
,

物理量尸保持不变
,

故 由(9 )式知
,

解(3) 式等价于如下二式
:

P ‘二。 = P ‘乙,

_ _

州△t _ _ _

岛尸‘

漏 一飞二于一‘I’
‘: 二一 I’ ‘: 阴一 ‘

)

P 毛斗
‘
~ P

由于 p 才
一。 为网格点 ‘一饥 上的值

,

故 (1 1) 式为准确解
。

而 (1 0) 式因为使

有强的阻尼
,

因此参考 S 方案
,

对 (1 0) 式作一
“

反扩散
”

修正
。

(1 0)

(1 1 )

用线性插值
,

具
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对 (1 0 )式
,

令

L( P) 一旦巨二里立见 + 。 :』」兰止些二里三
竺!

三
a ‘

一

凸 劣
(1 2 )

将 P产
一二 ,

P
‘

瑞
一 ,

在点(二
,

艺一 m )处作 T ay fo r
展式并取二阶近似

,

去掉下标
二 ,

艺一 。
,

(1 2)

式有
, , ~ 、

J尸
. ,

d 尸 1
, , . , 。 ‘

_

、

研尸
为气2 一 ) ‘二‘ - 戈: - 十 牡

,

- 代二一一 一二
叫

t 牡 凸劣一 肠 一凸 忍) ~
下二

口多 O X 名
’

口劣
‘

(1 3 )

因此 用 : (尸卜合
(一△

一
△, )
器

一 。来近似方程

口P
.

,

J尸
一一二 气一 十 祝

’

一下
~

- 二 O
a 艺 a 劣

具有二阶精度
。

故可以取

“尸’一斋(
,

‘

黝 (1 4 )

其中 ,
d 一

合
(。

,
“! 一 “ ‘’

△‘ 。

(1 4 )式中右端项即为
“

反扩散
”

项
。

定义
“

反 扩散
”

速度为

A d d尸

尸 d 劣
当尸> O时

当P 一 O时 (1 5 )

r.‘.L
八份

L (尸 )二 一 主
d X

(二尸 )

图 2 变量分布

2 所示

考虑
“

反扩散
”

订正后
,

方程 (3) 最后解为

(1 6 )

注意
,

在上面的讨论 中
,

由于 △t 内
, 。

的时空变化很小
,

因此我们假 设 、 为

常数
,

但在实际计算时
,

仍把 它 作 为

时
、

空的函数
。

计算中变量分布 如 图

P 才
_ , “ 尸不一 。一

“了△t _

—
(厂

凸劣
万一 二 一 P ; 二二 _ l

) (1 7 )

P弋:
功 二 P 弋

一 。一 {尸(P 才
一 。 ,

尸卜
。 * : ,

公‘+ : )
吕

一F( 尸才一
: ,

尸户一么
一

i)}
P 万

十 ’
二 P :-*

。

(1 8 )

(1 9 )

其中

F( 尸才
一 、 ,

积
一 。 十 : ,

认
+

二

一

[
‘“+ ‘“‘,

‘·

、p :一 + (“一 }“})
‘·

孟p :
一〕

厄瓮
一

(u 了
,

护
x 一 “

飞牲幻 )(群
一 , * :

一川
一 。

)

(2 0 )

云‘+

(尸弋
一 二 ; :

十 P户
一。 十的△劣

(2 1)
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这里
。 一 1 0 一 ‘“是微量

,

以保证 P 才
一 , + , 一 P产

一二 一 。时
,

成
‘+ , 一 。

。

2

对
。 < 0 ,

只需将 (1 7 )
,

(1 8 )
,

(1 9 ) 式中 ￡一 m 变为艺+ m
,

艺+ 饥 + 1 即可
。

综合
。) 0

, 。< o 的情形
,

可统一写成
:

(1 7) 式中 艺一 m 一 1 变为

尸了二 P万
+ :

.

,
竺二盛婆
△X (P 万

十二 。 一P 丁
+ 二 (。 ; ) (2 2 )

P 丁
十 ‘= P了一 {F (P了

,

P拜
, ,

应‘
+

一 尸(p
‘二

, ,

p :
,

‘卜壹)} (2 3 )

其中
当

。

< O

当
。

> O
(2 4 )

1工J.上+一一一一一
矛

l了
、

ee
、

S

尸J

2
.

方案的稳定性
、

正定性分析

一 P产
, 。

.

,
(2 5 )

在方程 (22 )和 (23 )中
,

如用
。 代替

。‘

即成为 S 方案中差分形式的平流方程
。

S 方案

中证明在条件

m a x

{噢 i‘
1

‘ l 凸工 l
(2 6 )

下是计算稳定的且是正定的
。

而用 。 ‘

代替上式中的
。
后

,

由本文定义
,

(2 6 )式总是成立

的
。

因此
,

本方案在保证正定的情形下实际上是无条件稳定的
。

这是本方案与 S 方案最主

要的不同
。

3
.

三维空间的情形

对三维平流方程 (1) 我们有
:

P万怎毛
, = P 丁

一 , , .

, 一 , : .

* 一 , 。

(2 7 )

其中 凡

其中
:

。

!△t

△x

_ _

!
。

!△t

△y

! z !△t
,
人 3一占万七,一

。

按又献L6 」有
:

之」 U

p 卜 , :
,

, 一月: .

卜
, 3

“ T
二
T

,
少, p 丁

、
.

。 + o (己
N + , ,

△a , + ,

) (2 8 )

、
.

|了/\t了/
z一泞
r
一万歹一
1
曰N一尸d一山d一沙

.

d = △劣 = △y

_ /
_ . _

口
、 、·

1
少

,

= f l一久
;

d妾‘ + ⋯ + ‘一 1) 万 份‘
-

几召d 万
\
一 ”

‘
一 口劣

‘
’ “ 一 z

N !
“ ’ 一

二
,
一
乙
1 一九d

李
十⋯ 十‘一 l )二

牛
, : d 二

\ o y 刀 !

~ /
刁 , ‘

口

二
, _ 、 、

1
, 、 . 灯

口万 \
了 , 一 1 1一 人 , 凸 a ee 吮二一一 十

. ’ .

月一 ( 一 1 )
‘

’

二二

- 八 贫凸 a 吧尸一万 ; J
\

一

o a 刀 I
一

口a ’ /

从 (2 8 )式可见
,

少
二 ,

, , ,

望尸

算子中偏导数的差商不受任何限制
,

可以取各种 形 式
,

只要能

保证其截断误差不大于 。(d N ,

△a勺即可
。

而且 (2 8 )式可用做一般插值计算
,

在某些情况

下
,

它和一般的插值公式是等效的
。

由(2 8 )式我们可以令

P 之
J

.

, 一 P 丁
一 , :

,

, 一 , : ,

; 二 少
二
T

,
P 丁‘

.

; (2 9 )

则有

少
, 干

“
, ‘ , 、二 少 , 尸 * ‘, , , *

(3 0 )
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这样对三维本流方程 (l) 我们可以按 (29 )和 (3 0) 式依次进行求解
。

l) 水乎方向

类似一维情形
,

我们对 (29 )式也分二步计算
。

(1) 取 N 一 1
,

且 少
二 ,

T ,

中偏导数的差商均取
“

迎风
”

差分
,

这等价于双线性插值
;

P“
, ; , 、

= (1 一户
、

)(1 一拜
:

)P
r ‘+ . : .

, : , ‘二 . 2 .

, : , 、

+ 户
l

(1 一#
:

)P
了‘十 : : .

( . : 十 , ) , 、 + . 2

二
2 ,
、

+ (1 一 拜
:

)户
:

P
’‘* : : .

。 ; , ‘ * . 2 .

(、 : + , )
,

,

+ 林
1
卜

:

p
t ‘ , : .

《二 , , ) , 多 + : : .

( . : + 1 ) , *

(3 1 )

(2 ) 对上式进行
“

反扩散
”

修正

p * ‘, 该 , 、
= p “

, 、 , 、一 {仁F (p “
,

p
’‘ : ,

应‘十

告) 一F (p
‘
卜 : ,

p
’‘ ,

左卜音)〕
万

· 、

+ 〔F (p
‘, ,

p
’‘ : ,

矛: +

告)一 F (尸
‘ , 一 , ,

p
‘、 ,

公
, 一

去)〕
‘

. 。

} (5 2 )

其中

m
,
= 仁几

、

〕

明
:
二 [只

2

〕
’ {

卜
1
一 “

1

一”
L月

2
一 x Z

一 m
z

。

< 0

。

> O

当当
,

丁
一 + ‘ 当 “< 0

.
、,

丁
一 + ‘

‘

L二 一 1 当 舰> 0
一

L一 一 1

认债的表达式类似于式 (2 1)
。

2) 垂直方 向

为简单起见
,

我们对垂直方向计算比较粗糙
,

仅取
“

迎风
”

差分
,

没有考虑浮动算法及
“

反扩散
”

修正
。

对算子 T ,

取 N 一 1
,

少 ,

中的偏导数 的差商取
“

迎风
”

差 分
” ,

这等价于 线性 插值公

式
:

P
, 十 ’‘

.
;

.

, = P * ‘
.

,
.

一〔(沙+ }J })
、
(P

* 。一 P * 。 一 1

)

+ (泞一 }泞})
*

(P
* 、 : 一 P文)〕

‘、
△t

2 △a (3 3 )

对三维方案 [ (3 1 )
、

(3 2 )
、

(3 3 )]而言
,

容易证 明(3 1 )
、

(3 2 )式是无条件计算稳定 且正定

的
。

而 (33 )式则必须满足

同 △￡ /
,

川 a 盖 一下丫二一
叫二之二 1

凸以
(3 4 )

显然在满足 (3 4 )式时
,

方案〔(3 1 )
、

(3 2 )
、

(3 3 )〕能够保证计算稳定且正定
。

实际上
,

对大尺度运动而言
,

由于 斤的量级比较小
,

在垂直分层比较粗的情况下
,

条件

(34 )式的约束业不很强
。

例如北京气象中心有限区域降水 模 式
,

其 △a 一 0
.

1 8 ,

合一般为
_ _ _ 二 , , , .

_

_

△a
.

_ _

_ _
_

‘

二
、 . _ . _ _

二
,

二
, _

_
、 _ _

. 、 .

_
. _ _

_
‘“一“/ s ,

故 “‘簇

简
一 “o o m ‘” “阿保证其计

靴姚
。

但对中
、

小尺钵
对
解绷

及

模式垂直分层较细的情况
,

条件 (3 4 )式的约束会因合的 增加或 △。 的减 少 而 增 强
,

因此

我们须针对不同的模式
、

不同的情况对垂直方向的计算采用不同的方案
,

如 我们可以把浮

动算法应用到 (3 3) 式中
,

那么 (3 3) 式将也是计算无条件稳定的
。
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三
、

一维平流试验

1
.

试验方案

为考查本文所提方案的性质
,

我们采用如下几个方案进行了对比试验
。

(1) 本文所提方案 (简称 IP s)

(2 ) Sm o la r k v e w ie z (2 9 5 3 )[ ‘]
方案 (简称 S )

(3 )
“

迎风
”

差分方案 (简称 U p S )

2
.

试验结果分析

在试验中
,

我们给定物理量的初始分布为
:

一 5 。
扩

1 + 。。s
华尽、

\ 4 凸 / 当 R 落 4 △

当 R > 4 △
(3 5 )

厂Jll、esL

�
”了.、、

P

式中 尸‘
.
该

( t )为正定量
。

△一△x 一 △y
, R Z = ( x

‘
一 x 。

)
名 + ( , 万

一 y 。)
2 ,

( x
。 , , 。

) 一 ( 9
,

17 )
,

在

点( 9
,

1 7 )上
,

初始 只
.

、

( 0 )有最大值 1 0 0 (图 3 )

试验中
,

取恒定风场 u 一 15 m /s
,

△x 一△y 一 1 9 0
.

5 km
,

积分区 域 为 ( 70
x 37 )

。

对方

案 S
,

U P S
,

取 只、0
.

5 7 ;而对方案 IP S
,

由于它是无条件计算稳 定 的
,

故 取 只、0
.

57
,

久一

1
.

14 二种情况
。

注意
,

对恒定风场
,

在 一 维情 形 中
,

当 只毛 1 时
,

方 案 S 和 IP S 是相同

的
。

图 4 表示对图 3 的分布在 t一 96 h 时的解析解
,

各方案计算 96 h 后 的 结 果如图 5

所示
。

图中右上标出的数字为计算的最大值及其位置
。

从图 5 中明显看出
,

方案 U P S
,

S
,

IP S 都保持了正定
。

在强度方 面
。 u Ps 衰减最大

, “

和 IP S 经过
“

反扩散
”

修正后强度衰减明显减少
。

从形状上看
,

U P S , S
,

IP S 关于等 值线中

心的对称性保持的都比较好
,

但均有不同程度的扩散
,

其中 U PS 扩散最严重
,

而 IP S 在 只

、 1
.

14 时变形最小
。

此外在位相方面
,

这些方案的最大值位置均与解析解一致
。

在图 5 中还可以看出
,

I P S 在 只> 1 时的计算结果最好
。

这里值得说明 的是
,

本平流

试验是线性平流问题
,

而这一结论正是在线性情况下才成 立 的
。

对 此
,

M o d o na ld
〔7 ’
曾在

理论上给予过论证
。

但对非线性问题
,

这一结论能否成立
,

尚需进一步论证
。

从上述分析中
,

我们可以看到
,

本方案 IP S 在保持 S 方案优点的基础上
,

将其 由条件

计算稳定改进为无条件计算稳定
,

使得其在 只> 1 的情况下
,

也能保证计算 稳定且正定
,

而且计算结果也能令人满意
,

因此本方案是处理正定平流问题的一种比较好的方案
。

四
、

I P s 方案在 F LM 水汽预报方程中的应用
FLM 是国家气象中心细网格有限区域业务预报模式的简称

。

它是五层 原 始方程模

式
,

主要用于作国内降水预报
。

在 F LM 中对水汽方程的处理采用时间中央差
、

空间二次守 恒 格 式
,

这 不 是 正定格

式
,

因此会产生负水汽
。

表 1 是我们用国家气象中心 1 9 8 7 年 7 月 9 日 00 时的客 观 分析

资料计算出的 F LM 产生负水汽的情况
。

从表 1 可见
, F LM 确实出现了比较严重的负水汽

,
「

尤其在下面二层
。

FLM 对出 现负
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表 1 FL M产生负水汽情况(单位l x 1 0 一
‘

)

各层水汽

比湿

} l: 小 时 1 : 4 小 时 } 3 6 小 时

} 个 数 } 数 值 { 欠 数 } 数 值 } 个 数 !一兰生竺
-

1

: ⋯
二::

.

:⋯
2

: ⋯
二:

1 3 5

⋯:: ⋯
二;:

.

:

{
一 2 8

‘

2

}
2 3

{
一 ‘5

·

3

}
2 ,

}
一 5 ”

·

‘

lllll lll一一

个个 数数 数 值值

一

⋯
一郎o8伽

一

水汽的地方采用赋零的办法处理
,

这既无物理意义
,

又会引起总水汽质量的增 加
。

为此
,

我们将本文所提方案 IP S 应用到 F L M 水汽方程中
,

以避免负水汽的出现
,

使水 汽计算更

为合理
。

在计算中
,

对 F LM 其它预报方程及所考虑的物理过程未做任何修改
。

F LM 水汽预报方程为

内 _ _ /
.

内
. _

.

内 入
二

内
, n

石了一
‘, ‘

又
“

二乡丁了 “

飞琢
~

/ 一 口
万石

- f “ “下 U ’ (3 6 )

其中 q 为比湿
,

饥 是地图放大系数
,

D
,

表示水汽水平扩散项
,

d
。

为水汽的源或 汇
。

在 FL

M 中水汽只在下三层中计算
。

只要相应地做一些变动
,

我们可以很容易地将 IP S 方案在 三 维 的情 形〔(3 1 )
、

(3 2 )
、

(3 3 )〕应用到水解(3 6) 式中
。

我们将这种方案简称为 F L M A
。

在 FL M A 中
,

其水汽方程的计算稳定性判据现变为

}左}
无八t /

.

n l壮 X we
,

一万 , 了
~

一 之溉 1

乏 乙3 J

从第二节的讨论中
,

知该约束业不很强
,

因此为利用本方案计算稳定性好 的 特点
,

以便节

省计算时间和减少过多插值所造成的插值误差
,

我们在 F LM A 中对水汽方程取时间步长

为 2 2
.

5 m in
,

其它预报方程的时间步长与原方案一样
,

均为 4
.

5 m in
。

这业不影响 降水计

算
,

因为在原方案中其大尺度凝结和对流降水也是 2 2
.

5 m in 计算一次的
。

在 F LM A 中
,

没有考虑水汽的水平扩散
。

边界条件仍与 F LM 一样
,

采用固定边界条

件
。

在试验中
,

我们所用的初始资料仍是国家气象 中心 1 9 8 7 年 了月 9 日 00 时客观分析

资料
。

从 7 月 9 日 00 时到 10 日 00 时
,

24 h 内我国华北 中
、

南部和四川 盆地出现了大范

围降水
,

暴雨中心分别位于山东济南 (1 0 7 m m / 2 4 h )和四川 成都 ( 1 3 0 m m / 2 4 h ) (图 6 )

图 7
、

图 8 分别表示 F L M 和 F L MA 计算的 24 h 降水预报图
。

与实况相比
,

华北 中
、

南部降水基本上预报出来
,

但雨区的范围偏大
,

降水中心强度偏低 (FLM 为 30 m m / 24 h
,

F L MA 为 40 m m / 24 h )
,

位置偏北
。

四川盆地的降水
,

FL M 和 FL M A 都 没有预报出来
,

但在青藏高原的东南部
,

这二种方案都存在一些虚假的降水 中心
。

比较图 7
、

图 8 ,

可以看到
, FL M A 预报的主要降水中心清楚

,

整个预报场比较光滑
,

小的
“

噪音
”

极少
,

其最大降水强度比 F LM 所预报的多 10 m m / 24 h ,

这 一 结果还是比较

令人满意的
。

图 9 是 F LM 去掉水汽水平扩散后 24 h 降水预报图
。

共预报最大降水中心强度为 49

m m / 24 h 超过了 FL M A 方案
,

但随之也带来了大量的
“

噪音
”

业出现许多不规 则的
、

虚假
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的降水 中心
,

因此在 F L M 中加人水汽水平扩撤是必要的
,

但这又会使其降水 强度大大降

低
。

因此
,

如何妥善地解决这一问题
,

使用 FL M A 方 案也许是一种比较好的方法
。

方案 F LM 和 F L MA 在 IB M
一 4 3 8 1 计算机上积分 24 h 所需

c p u 时 间 分 别 为 14
‘

2 5 厂/ 和 1 4 / 2 9 / , 。

五
、

结 论

从第二节的理论分析及第三
、

四节的数值试验结果来看
,

本文所提出 的 这种正定平

流方案是无条件计算稳定的
,

它形式简单
,

物理意义清楚
,

能够很容易地应 用到多维模式

中
。

从计算稳定性
、

计算精度
、

计算花费以及应用的灵活性来看
,

它都优于 其它的正定平

流 方案
。

该方案在应用到 F LM 水汽预报方程 中时
,

克服了原方案出 现 严重负水汽的问

题
,

使模式中水汽计算更加合理
,

并且对 24 h 降水预报场也有一定的改善
。
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