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层结大气中重力惯性波的非线性周期解
’

赵 瑞 星

(总参气象局 )

提 要

本文在动量无辐散近似下的层结大气中
,

考虑密度空间分布的不均匀性引入非线性项
,

并假设解为行波形式
,

得到了一个二阶非线性系统
。

应用本系统不仅可以得到刘式适等(1 9 8 4)

所得到的一切结果
,

而且可以证明一次近似系统存在周期解时
,

非线性系统也存 在周期解
,

且避免了应用级数展开时所带来的一些数学问题
。

文中还讨论了非线性系统 的 一 系列 近似

解
。

一
、

引 言

层结大气中重力惯性波的非线性问题
,

已有不少讨论文章
,

但多数是讨论BOu
ssin cs q

近似下的浅对流模式或静力平衡近似下的 p 坐标模式I‘一”〕
。

然而
,

层结大气中的中尺度

系统往往是非静力平衡的深厚系统
,

象鹤线
、

M C C等
。

因此讨论重力惯性波应考虑非静力

平衡的深对流模式
。

张可苏〔‘1的研究表明
,

适合中尺度系统的模式是动量无辐散模式
,

此

模式在波长较短时有比静力平衡模式好得多的特性
。

用此模式
,

我们不考虑声波的影响
,

设存在波动解
,

得到一个自治的二阶非线性方程组
。

从此方程组出发
,

我们可以得到文献

〔幻的一切结果
,

且此方程组可化为一个可应用 Pof nc ar 。
形式级数法【“’证明非线性周期解

的存在性的特殊系统
,

借用我们已证明的结论得到了无基流垂直切变时非线性重力惯性

波存在周期解
,

并得到 了一系列的近似解
。

二
、

基本方程

在准动量无辐散近似下
,

层结大气中无摩擦的二维运动的基本方程为
:
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其中万为B r u n t一 V 三15泣l注须率
,

f为C o r io lis参数
,

9
。

为8的特征值
。

取f为常数
,

(1) 式是表征层结切变流中的非线性重力惯性波方程组
。
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将(4) 之第五式对
: 积分一次且取积分常数为零可得连续方程在平面波假定下的变

形形式

k U + 玲W = 0 (5 )

其物理意义是水平通量与垂直通量成正比
。
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,
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其中 夕一 k反一 。
,

这是在假定积分常数为零时得到的方程组
,

如果积分常数不为零也可

得到形式相同的方程组
,

所不同的是 , 变为丫‘二 ? + 口
。
/汤

,

第一式中W 的系数变为 武k云
:
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方程 (8) 就是我们要讨论的自治二阶非线性方程组
。

三
、

平衡点及其附近的拓扑结构

1
.

平衡点

系统 (8) 的平衡点可由下列方程得到

(g

L 月A g 一B W 一 3 CW 君+ D W
Z

一 C
Z

W
“
“ O

把(9) 第一式代人第二式可得

一 B W + D W
乞

一 C
Z

W
3
二 0

(9)

(1 0)

C 并 0时求得 W
, ~ O

,

W
: -

D
「

侧 D
Z
一遵B C Z

- - - - - ~ 二 1 二

—
_

Z C
‘ 一 Z C “

因此系统 (8) 有三个平衡点 (O
,

0)
,

了 D 侧石百二刃死万
_

、, _
/ D

!
- , 二: : ;

~

十 一
一- 丁二二-

- -
, U l万14 t

ee 二一; 二犷

\
‘

Z C
‘

Z C
‘

/
’

\Z C
‘

杯 D
Z
一 4 B C ,

2 C
2

,

。

)
2

.

平衡点附近的拓扑结构

由于非零平衡点可化为(0
,

0) 平衡点讨论其附近的拓扑结构
,

因此我们在此仅讨论

(o
,

0) 点附近的拓扑结构
。

系统 (8) 的一次近似系数矩阵为

特征方程为

0 1

一 丑 A
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一 B

(1 1)
A 一 几
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由前假设知

A = , k百
.

/ vK
’.

B = (n 丫
, + k

,

N
至
) / 下

t

K 忿

如果取水平特征尺度为 L = 杯丽药平
, R o ssb y变形半径 L

。= 杯二下万药下
,

那么

, 一不纂箭
(“

’

一““,
(1 3 )

其中H 表示大气的平均厚度
。

这样我们可以在 (云
: ,

L ’一 L名) 参数平面上表示出平衡点

(。
,

0) 附近解的特征
。

1) ? > 0时(0
,

0) 点附近解的特征

? = k (云一C )> 。,

说明C < ‘ ,

这时有两种情况
: a ,

。< C < ‘ ,

是低速传播的重力波
,

这种波动在较低纬度是有可能出现的
。

6
,

C < 0
,

这是与基本气流反向传播的重力惯性

波
。

出现
。 ,

b两种情况时
,

(。
,

0) 点附近的拓扑结构如图 1
。

2) ? < 0时
,

(O
,

0) 点附近解的 特征

, 二 k (云一 C )< 0 ,

即C > 云
,

此时解在 (O
,

0) 点附近的特征 如图 2
。

由此可看出在同样的切变大气中
,

波速不同的波动其稳定性可能是不同的
。

L Z 一 L孟

鞍点

图 l y ) 。时
.

(0
,

0) 点附近的拓扑结构

L Z 一 L盖

图 2 , < O时
.

鞍点

(0
,

O)点附近的拓扑结构
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值得注意的是上面得到的解的特性是一次近似的结果
,

对于 本文 所 讨论 的系统而

言
,

除中心外的五种情况此结果均可推广到非线性情况
。

平衡点 (。
,

0) 是一次近似的中心

时
,

加上非线性项后的比质要由所加的非线性项来决定
,

这种情况正好对应A = 0 时 的情

况
,

在积分常数刀
。= 。时

, A 二。相当于反
:

二 。
,

积分常数 夕
。

笋 , 时A = 。相当于 云
:

~ 一 二风 /

k
。

下面我们仅就刀
。= 0的情况作一讨论

。

因此
,

我们将讨论无基流垂直切变时
,

平衡点

(0 ,

0) 附近解的性质
。

四
、

基流无垂直切变时
,

平衡点 (0
,

0) 附近解的性质

基流无垂直切变
,

即 汀
:

二。,

那么
,
A 二 0

,
D = 。,

系统 (8) 变为

W
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这显然是一个一次近以为中心为系统
,

我仃可用P o in oar e
形式级数法来决定它在(0

,

0) 点

附近解的性质
。

首先作变换
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,

伐几己主
、一类冷味系究为1卜浅生周朔醉

) t 6 ’
一文

中证明了这类系统非线性周期解的存在性
,

在此我们将直接引用证明了的结论
,

系统(1 6)

存在非线性周期解
,

平衡点(o
,

0) 为系统(1 6) 的中心
。

五
、
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1
。
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系统 (8) 的一次近似方程为
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可见
,

可由特征根的性质确定一次近似的几组特解
。

1) 入为实数

!
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其中 W 。
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。
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。

2) 特征根为复数
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,
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,
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,
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。

2
.

二级近似的解

系统(8) 的二级近似方程为
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由此可见
,

考虑非线性项 (二次近似) 后
,

鞍点或结点附近的解是一不 连续 解
,

且 当
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。
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;
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2

、 , 对应于高速重力波的不稳定发展
。
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2) 又为纯虚根时
,

A = O 可知 D ~ O

9 2 + 刀
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忿
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。
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这说明加上非线性项后
,

中心附近的解由椭圆变成了椭圆函数
。
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在某种意义上
,

上式可以称之为重力惯性波的非线性周期解
。
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.

三次近似解

三次近似方程也就是原方程
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(36 )

g
, 三= 。g

“
+ bg

“

+ c g
‘

+ d g + e

(3 7 )

式中
a

令

_ 一 B + 6 C TV
o Z

2
b = 一 Z C , c 一

3 C Z

2 B

, d 一 6 CB W
。2 , 。

为积分常数
,
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e (; ) 一 。
4

+

冬
9 3 +

号
g

:

+

鲁
‘+

手
己g / 杯

。o (g ) = ‘:

杯西又百了在特殊情况下可化为

材‘(g ) 二杯(g
,

一 g
: ‘
)(g

‘

一 g
: ‘

)

(38 )

(3 9 )

=
F

g : ,

g :
为 G (g )的两个重特解

。

此时

9
1’g

: :

[
‘一

(聋)
’

〕[
‘一

(豪)
’

(豪)
’

〕 (4 0 )

d r

杯 (z 一 刀2

)(l一秃
,
刀

,

)
= g

:

丫
。 d :

(4 1 )

其中 冲二 g / g
,

即

是椭圆正弦函数
。

。二 。, (g
:

杯万
r ,

君
:

/ g
:

)

g 一 g
, ; n

(g
:

丫万
r ,

g
:

/ 9
2

)

(4 2 )

(4 2 )
‘

切(X , · ,
‘)一厂

’

W
。’

一

冬
‘n ’

‘g
:

侧万‘k 二 + 二 :

一
‘,

,

g :
/ g

:

)
(4 3 )

由以上分析看出
,

系统 (8) 的一次近似解是一组直线 (鞍点或结点 附 近 )和一组 椭圆

(中心附近 )
。

二次近低解
,

即考虑 了非线性的作用后
,

系统 (8) 的近似解变成为双曲余切

函数(鞍点或结点附近 )和佑回函数
。

考虑三次项后
,

系统 (8) 的近似解变得更加复杂
,

但

在中心附近仍能在特殊情况下得到椭圆函数形式的解
。

对于系统 (8) 的解我们只能得到

近低解
,

更进一步的解我们只知道其和一次近似系统的解的稳定性相同
,

特别是在一次近

似为中心附近
,

非线性系统 (8) 仍为中心
,

即非线性重力惯性波存在周期解
。

六
、

结 语

本文利用密度的不均匀性引入了非线性项的作用
,

使得讨论非线性方程时
,

避免了应

用级数展开所带来的一些数学问题
。

利用本模式不仅可以得到文献〔2] 所得到的一 切 结

果
,

而且可以证明一次近似系统存在周期解时
,

原系统也存在周期解
。

使得平 衡 点(0
,

0)

柑近解的特性更加明朗
。

文中还讨论了本模式的一系列近似解
,

一次近似为线性解
,

二次

以上近似为非线性解
。

在本文中没有考虑非绝热加热的作用
。

非绝热加热的作用是中尺度系统发展的重要

机制之一
。

考虑非绝热加热(如积云对流加热 )的作用
,

将可能有更好的结果
。
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