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摘要:为提高梁式结构损伤诊断的效率,提出一种基于类柔度差曲率和频率摄动的结构损伤识别方

法.首先根据结构振动理论,研究广义柔度矩阵计算公式;再利用模态柔度对结构损伤灵敏性高的

优点,改进基于柔度差曲率的损伤定位指标,定义类柔度差曲率LCFC 损伤指标,并初步识别损

伤;最后基于矩阵摄动进行结构损伤识别结果确认.考虑多种损伤工况,对一简支梁结构进行损伤

识别数值模拟验证.结果表明:仅使用一阶模态,建立的类柔度差曲率LCFC 指标对梁式结构损

伤定位具有良好的诊断效果,且计算工作量小;对于含边界损伤单元的多损伤工况,当损伤程度大

于１０％时,LCFC 指标识别有效;当损伤程度不大于２５％时,各工况二阶摄动识别结果精度较高,
相对误差较一阶摄动结果明显降低,证明了该方法的实用性、有效性和精确性.
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Abstract:Toimprovetheefficiencyofdamagediagnosisofbeamstructures,astructuraldamage
identificationmethod,basedontheanalogousflexibilitydifferencecurvatureandfrequencyperＧ
turbationwasestablished．First,accordingtothetheoryofstructuralvibration,thecalculation
formulaofgeneralizedflexibilitymatrixwasstudied．UtilizingthehighsensitivityofmodalflexiＧ
bilitytostructuraldamage,thedamagelocationindex,basedonflexibilitydifferencecurvature,

wasimproved,andthedamageindexofLCFC (thedifferenceoflikenesscurvatureofflexibility
coefficient)wasdefinedandusedtopreliminarilyidentifydamage．IdentificationresultofstrucＧ



turaldamagewasconfirmedbasedon matrixperturbation．ConsideringvariousdamagecondiＧ
tions,damageidentificationofthesimplysupportedbeamstructurewasverifiedbynumerical
simulation．ResultsshowedthattheLCFCindexhasagooddiagnosticeffectonthedamagelocaＧ
tionofbeamstructuresusingonlythefirstmode．Calculationworkloadoftheindexwassmall．
FormultiＧdamagecaseswithboundarydamageelements,theLCFCindexwaseffectivewhenthe
damagedegreewas＞１０％．Whenthedamagedegreewas＜２５％,accuracyofthesecondＧorder
perturbationidentificationresultswashighandtherelativeerrorwassignificantlylowerthanthat
ofthefirstＧorderperturbationidentificationresults,whichprovedthepracticability,effectiveＧ
ness,andaccuracyofthemethod．
Keywords:damageidentification;analogousflexibilitydifferencecurvature;frequency;perturbation

０　引言

利用结构物理参数和模态参数的函数关系[１],
通过测得模态参数的变化,可反演出结构损伤状况.
近年来,基于结构动力特性参数及其衍生量的结构

损伤识别技术引起了广泛关注[２].陈淮等[３]、杜思

义等[４]研究了结构物理参数和单元损伤参数的函数

关系,提出了基于频率和振型摄动的结构损伤识别

方法,研究结果显示测量误差和噪声对频率摄动计

算结果影响较小.张晋等[５]通过对曲率模态差指标

的改进,提出了叠加曲率模态改变率指标,并通过数

值算例验证了新指标的有效性和优越性.宗周红

等[６]提出了基于响应面模型修正和单元模态应变能

损伤指标的结构损伤识别方法,并通过简支梁室内

模型试验和实桥损伤识别验证了该方法的可行性与

有效性.Lee等[７]推导了基于扩展自由度的修正柔

度矩阵的分析方法,并用修正后的柔度曲率检测结

构损伤.战家旺等[８]以桥梁在车辆荷载作用下的动

力响应频谱定义频谱形状差异性指数,并结合频率

构造目标函数,提出了一种基于桥梁在线动力响应

的铰接缝损伤定量评估方法.柔度是较频率和位移

模态更敏感的结构损伤识别标示量[９],其构造方式

体现了振型与频率的综合特性,仅利用低阶模态数

据就能获得较高精度的柔度矩阵值.李万恒等[１０]、
张家滨等[１１]和周宇等[１２]利用频率和振型计算柔度

矩阵,研究了由柔度矩阵衍生的损伤识别指标,结果

表明柔度类指标对低阶模态敏感,可有效用于简支

梁的损伤评估且其噪声鲁棒性好.安永辉等[１３]提

出了基于比例柔度矩阵LU分解的结构损伤定位方

法;曹晖等[１４]和张军等[１５]分别运用建立的模态柔

度曲率差指标和模态差曲率指标来进行结构损伤诊

断.Li等[１６]提出了广义柔度矩阵,利用其灵敏度和

变化量检测结构的损伤位置和损伤程度,降低了高

阶模态截断的影响.Scianna等[１７]提出无模型模态

柔度健康监测算法,并通过对在役桥梁环境荷载数

据的收集和研究验证了其算法的有效性.Ashory
等[１８]和 Giacomod等[１９]分别提出了一种利用广义

柔度矩阵结合连续小波变换检测结构损伤位置的新

方法和一种基于模态柔度的结构损伤检测和定位方

法,并通过数值模拟和试验研究验证了所提方法的

有效性.
实际工程中,模态测试仅能准确获得前几阶模

态参数[２０].为减少模型和模态测量误差的影响,同
时避免损伤单元位于振型节点时损伤识别指标失效

的缺陷,本文提出一种基于类柔度差曲率和频率摄

动的结构损伤识别方法:首先利用一阶模态测试数

据建立类柔度矩阵,再利用损伤前后类柔度矩阵差

计算类柔度曲率,通过类柔度差曲率指标初步识别

损伤,最后通过频率摄动确认损伤.该方法可以充

分利用类柔度差曲率对损伤敏感的特点和低阶频率

测量精度高的优点,并降低损伤识别对高阶模态的依

赖性.同时以一简支梁为例验证了该方法的可行性.

１　损伤定位指标的建立

１．１　结构模态柔度矩阵

对于多自由度无阻尼自由振动系统,其特征方

程为:

Kφ－λMφ＝０　 (１)
式中:K 为结构刚度矩阵;M 为结构质量矩阵;λ 为

特征值;φ 为质量归一化后的特征向量.
由模态分析理论可知,结构的柔度矩阵F 可用

模态参数表示为:

F＝ΦΛ－１ΦT ＝∑
m

i＝１

１
ω２φiφT

i 　 (２)

式中:Φ 为结构正则化振型;Λ＝diag{ω２
i}为结构特

征值对角阵,其中ωi 为结构第i阶固有频率;φi 为

结构第i阶振型位移;m 为模态总阶数.
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由式(２)可以看出,柔度矩阵随频率增加迅速收

敛,因此只需少数低阶模态就可得到柔度矩阵的较

好估计.

１．２　结构模态类柔度矩阵

在结构模态满足关于质量矩阵归一化的条件

下,即ΦTMΦ＝I,根据文献[１６]提出的广义柔度矩

阵

G＝F(MF)l,l＝０,１,２􀆺　 (３)

　　 把式(２)代入式(３),令l＝１,得结构模态类柔

度矩阵F∗ 为:

F∗ ＝∑
m

i＝１

１
ω４φiφT

i 　 (４)

　　 由式(４)可以看出,相比式(２)中的F,高阶模

态对F∗ 的影响衰减更快,此时利用低阶模态估计

F∗ 的精度得到大大提高.同时,频率在F∗ 中相对

比例逐渐增大,从而提高了频率的利用率,间接降低

了噪声的影响.

１．３　 结构模态柔度曲率差

文献[１４]提出的模态柔度曲率差指标,是在求

模态柔度差之前先求损伤前后模态柔度的曲率矩阵

CFu 和CFd,其元素计算如下:

CFu ＝
fu

j(i－１)＋fu
j(i＋１)－２fu

j(i)
２l２

i
　 (５)

CFd ＝
fd

j(i－１)＋fd
j(i＋１)－２fd

j(i)
２l２

i
　 (６)

式中:fu
j(i)与fd

j(i)分别表示损伤前后结构柔度

矩阵第j列第i行的元素;li 为i单元的长度,当各单

元长度相等时可以略去.
最后求模态柔度曲率矩阵的差值,并将其各列

的最大值作为诊断指标MFC:

MFC＝maxCFd －CFu 　 (７)

１．４　 结构模态类柔度差曲率

获得了结构损伤前后的类柔度矩阵 F∗u 和

F∗d,类柔度差矩阵可以表示为:

ΔF∗ ＝F∗u －F∗d　 (８)

　　 基于 Pandey 和 Biswas的模态柔度差指标

MF[１４],定义类柔度差矩阵ΔF∗ 每一列中绝对值最

大元素为δ∗
j ,即:

δ∗
j ＝max

i
δ∗

ij 　 (９)

　　 定义结构模态类柔度差曲率指标:在求得模态

类柔度差矩阵ΔF∗ 之后,将其每一列中绝对值最大

元素δ∗
j 所组成数列的曲率绝对值作为损伤指标,

可用LCFC 来表示,即:

LCFC＝
δ∗

j－１－２δ∗
j ＋δ∗

j＋１

２l２
j

　 (１０)

式中:δ∗
j 为类柔度差矩阵ΔF∗ 第j列中绝对值最

大的元素;lj 为j单元的长度.
从式(９)~ (１０)可以看出,本文提出的方法比

文献[１４]的计算工作量小得多,相比文献[１５]提高

了利用低阶模态估计F∗ 的精度,增强了损伤识别

指标对损伤的敏感性.

２　损伤程度的确定

２．１　频率摄动公式

由摄动理论可得结构损伤后的总体刚度矩阵

为:

K＝K０＋∑
m

i＝１
εiKi＋∑

m

i＝１
∑
i

j＝１
εiεjKij ＋o(ε３),

i＝１,２,􀆺,m,m ≤n (１１)
式中:K０ 是结构损伤前的刚度矩阵;εi 大小表示损

伤程度,有效区间为(－１,０],i表示损伤单元位置;

Ki 是K０ 关于参数εi 的一阶变化率,Kij 是K０ 关于

参数εi、εj 的二阶变化率;∑ 表示按有限单元法组

集;n 为结构离散化模型的单元总数.
将系统损伤后的振动特征值和特征向量按小参

数ε展开为幂级数,即

λs ＝λs
０＋∑

m

i＝１
εiλi

s ＋∑
m

i＝１
∑
i

j＝１
εiεjλs

ij ＋ο(ε３) (１２)

us ＝us
０＋∑

m

i＝１
εius

i ＋∑
m

i＝１
∑
i

j＝１
εiεjus

ij ＋ο(ε３) (１３)

式中:s表示系统特征值和特征向量的阶数;λs
i、us

i、

λs
ij、us

ij 分别为特征值和特征向量的一阶变化率和

二阶变化率,且λs
i ＝

１
１＋δij

∂２λs

∂εi∂εj
,us

ij ＝
１

１＋δij

∂２us

∂εi∂εj
,δij ＝

０,i≠j
１, i＝j{ .

将式(１１)~ (１３)代入式(１),由等式两边ε 同

次幂相等的原则,可得

(K０－λs
０M)us

０＝０　 (１４)
(Kj －λs

jM)us
０＋(K０－λs

０M)us
j ＝０　 (１５)

(Kj ＋λs
jM)us

j ＋(K０＋λs
０M)us

ij －λs
ijMus

０＝０
(１６)

２．２　 损伤程度

为求解参数ε,舍去３阶小量,将式(１２)写成矩

阵形式,即有

λs ＝λs
０＋ελs

i ＋εTλs
ijε　 (１７)

　　 采用修正后的精细有限元模型计算的低阶固
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有频率与结构实测固有频率基本一致,可以认为结

构损伤前的实测特征值λ∗
０ 等于λ０,即得结构损伤

前后固有频率的变化量为

Δλ＝λ－λ０＝ελj ＋εTλijε　 (１８)

　　 由式(１８)可以解出损伤识别参数ε.当结构损

伤很小时,式(１８)的二阶项较小,则可得线性损伤

识别方程组

λ－λ０＝ελj　 (１９)

　　 这样一来计算过程可以大大简化;当结构参数ε
变化较大时,为保证计算精度,可以采用二阶摄动.

３　数值算例

３．１　简支梁模型

选取一等截面简支梁桥模型,其跨长６m,截面

面积为０．１m２,截面惯性矩为２．０８３×１０－３ m４,材料

弹性模量为３２．５GPa,泊松比为０．２４,密度为２５００
kg/m３.简支梁数值模拟时损伤工况设置列于表１.

表１　损伤工况

Table１　Damageconditions
工况 单元号 损伤程度/％
１ ７ ５
２ ７ １０
３ ７ １５
４ ７ ２０
５ ７ ２５
６ ７ １１ ２５ ５
７ ７ １１ ２５ １０
８ ７ １１ ２５ １５
９ ７ １１ １６ １５ １０ ５
１０ ７ １１ ２０ ２５ １５ ５
１１ ７ １１ ２０ ２５ １５ １０
１２ ７ １１ ２０ ２５ １５ １５
１３ ７ １１ ２０ ２５ １５ ２０

将该结构模型划分为等长的２０段,如图１所示

(图中上排圆圈内的数字为单元编号,下排数字为节

点编号).假定结构损伤仅仅表现为单元刚度的减

少,其质量将保持恒定.这里用弹性模量的减少来

图１　简支梁模型单元与节点号

Fig．１　Simplysupportedbeam modelelementandnodenumber

模拟损伤导致的刚度降低,采用集中质量法,用有限

元程序选用梁单元分别计算在无损伤和有不同种类

损伤情况下的前两阶模态,并利用竖向弯曲振动自

由度的损伤指标值判别结构损伤位置.

３．２　单损伤定位

针对单损伤情况,以工况１为例,利用文献[１５]
方法和本文提出的类柔度差曲率法进行损伤诊断,
结果分别如图２(a)和图２(b)所示.

图２　工况１的两种指标损伤诊断结果

Fig．２　Damagediagnosisresultsoftwodifferentindexesincase１

　　通过图２对比可以看出,在５％的微损伤时,两
种方法损伤位置的指标值相对于未损伤部分更加突

出,表明仅使用竖向一阶模态振型建立的类柔度差

曲率法损伤指标LCFC 同样能很好地进行诊断.

其他损伤工况将以类柔度差曲率LCFC 为损伤指

标进行损伤诊断.
由图３(a)~(d)可知,LCFC 指标在不同程度

的单损伤下对梁式结构的损伤位置有明显的指向

８２８　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　地　震　工　程　学　报　　　　　　　　　　　　　　　　　２０２０年



性,且 LCFC 指 标 值 与 损 伤 程 度 呈 正 比 关 系.

LCFC 指标的整个基线变化符合一阶振型模态,损
伤单元与非损伤单元的差值非常明显,证明了该指

标进行损伤位置识别的有效性.

图３　单损伤不同损伤程度下LCFC 指标位置识别结果

Fig．３　LocationresultofLCFCindexundersingledamagewithdifferentdegree

３．３　多损伤定位

３．３．１　不含边界单元损伤的多损伤

由图４(a)~(d)可知,LCFC 指标在不含边界

单元的多损伤下对梁式结构的损伤位置同样有明显

的指向性,不同损伤单元的LCFC 指标值与损伤程

度呈正比关系.尽管由于改进的损伤识别指标在未

损伤单元处有“伪损伤”干扰,但由单损伤工况识别

结果可知结构未损伤单元LCFC 指标基线变化符

合一阶振型模态,其随单元变化的曲线形状基本相

同,损伤单元与非损伤单元的差值非常明显,比较容

易进行判断.这一优势也是旧指标所不具备的.结

合图３和图４可知,对于单损伤和多损伤,仅通过一

阶模态测试数据构建的LCFC 指标可进行结构损

伤位置诊断.

３．３．２　含边界单元损伤的多损伤

由图５(a)~(d)可知,LCFC 指标在含边界损

伤单元的多损伤下对梁式结构损伤位置的指向性在

边界单元弱损伤时不明显,但是LCFC 指标值与损

伤程度同样呈正比关系.根据LCFC 指标识别损

伤位置时单元基线变化形状符合一阶振型模态这一

规律可知,在含边界损伤单元的多损伤下梁式结构

的边界单元损伤为１５％时,LCFC 指标能对损伤位

置进行有效识别.

３．４　各工况损伤程度识别

LCFC 指标主要用来识别损伤位置,需通过频

率摄动确定损伤程度.由文献[３]可知测量误差和

噪声对频率摄动计算结果影响较小,因此利用矩阵

摄动理论中一、二阶频率摄动公式分别对各工况进

行损伤程度识别(二阶频率摄动计算过程同一阶频

率摄动).模态参数从简支梁有限元模型中通过模

态分析得到,损伤识别相关方程的构建及求解根据

１．２~１．４节和２．１~２．２节相关理论,通过 Matlab实

现上述算法.频率摄动结果列于表２和表３,表中

误差值的计算均以表１中各工况损伤程度设置的精

确值为基础.
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图４　不含边界单元的多损伤下LCFC 指标位置识别结果

Fig．４　LocationresultsofLCFCindexwithoutboundaryelementundermultipledamage

图５　含边界单元的多损伤下LCFC 指标位置识别结果

Fig．５　LocationresultofLCFCindexwithboundaryelementundermultipledamage
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表２　损伤工况损伤程度一阶频率摄动识别结果

Table２　ResultsoffirstＧorderfrequencyperturbedidentificＧ

ationofdamagedegreeunderdifferentcases
工况 频率一阶摄动解/％ 误差/％
１ ５．１１ ２．２０
２ １０．８４ ８．４０
３ １７．０１ １３．４０
４ ２３．９６ １９．８１
５ ３１．５３ ２６．１２
６ ３１．６１ ５．２１ ２６．４４ ４．２２
７ ３２．１３ １１．１７ ２８．５２ １１．７０
８ ３２．２６ １７．５６ ２９．０４ １７．０７
９ １７．７１ １１．０１ ５．３０ １８．０７ １０．１０ ６．００
１０ ３１．３０ １７．２７ ５．３１ ２５．２０ １５．１３ ６．２０
１１ ３１．５９ １７．３４ ９．９８ ２６．３６ １５．６０ １１．２０
１２ ３１．４８ １７．２２ １７．５０ ２５．９２ １４．８０ １６．６７
１３ ３１．６０ １７．３６ ２４．２０ ２６．４０ １５．７３ ２１．００

表３　损伤工况损伤程度识别结果

Table３　Identificationresultsofdamagedegree

underdifferentcases
工况 频率二阶摄动解/％ 误差/％
１ ５．０１ ０．２０
２ １０．０３ ０．３０
３ １５．０８ ０．５３
４ ２０．１５ ０．７５
５ ２５．２７ １．０８
６ ２５．２８ ５．０３ １．１２ ０．６０
７ ２５．６３ １０．２１ ２．５２ ２．１０
８ ２５．８１ １５．４７ ３．２４ ３．１３
９ １５．５０ １２．０４ ５．０２ ３．３３ ２．０４ ０．４０
１０ ２５．８３ １５．４６ ５．０４ ３．３２ ３．０７ ０．８０
１１ ２５．９６ １５．４８ １０．２２ ３．８４ ３．１９ ２．２１
１２ ２６．２４ １５．６４ １５．６７ ４．９６ ４．２７ ４．４７
１３ ２６．３１ １５．７４ ２１．１７ ５．２４ ４．９３ ５．８５

表２中频率摄动识别结果表明:(１)梁式结构损

伤时,一阶摄动结果的相对误差与损伤程度呈正相

关性;(２)当单损伤程度不超过２５％时,一阶摄动结

果的最大相对误差为２６．１２％;(２)多损伤时,一阶摄

动结果的最大相对误差出现在工况８,其相对误差

为２９．０４％.
比较表２和表３中频率摄动识别结果可知,梁

式结构的损伤程度不超过２５％时,二阶摄动识别结

果精度明显较一阶摄动识别结果高,识别结果的相

对误差与损伤程度同样呈正相关性;当较大损伤存

在时,舍弃的二阶项会引起较大误差,为保证识别精

度,二阶项的影响应该被考虑.具体表现为:单损伤

的二阶摄动结果,其相对误差不超过１．０８％,结果比

较精确;不含边界单元的多损伤时,二阶摄动识别结

果相对误差不超过３．３３％,依旧有较好的精度,满足

工程需要;含边界损伤单元的多损伤时,二阶摄动识

别结果的相对误差达５．８５％,其相对误差较不含边

界损伤单元时增大.相比其他损伤识别方法,本文

在损伤诊断过程中仅需使用第一阶模态测量值来构

建损伤识别指标,从而降低了模态参数测量的工

作量.

４　结论

(１)改进的损伤识别指标LCFC 降低了计算工

作量,数 值 模 拟 结 果 显 示 了 LCFC 指 标 的 良 好

效果.
(２)提出的基于类柔度差曲率和频率摄动的损

伤识别方法,仅需第一阶模态测试数据就可以完成

结构损伤位置的诊断和定量识别其损伤程度.
(３)该方法体现了振型与频率的综合特性,利

用了目前试验条件下固有频率易测试、测试精度高

的优点.
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