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摘要:利用矩阵分块与矩阵范数的性质,研究矩阵方程 A
T
XA =D,获得该方程的扰动界, 这些结果

可用于模型修正中的数值计算。

关键词:矩阵方程;对称解;正定解;扰动

中图分类号: O 151121  文献标识码: A   文章编号: 1000-2022( 2008) 03-0447-05

Perturbation Analysis for theMatrix Equation A
T
XA= D
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( School ofMathem atics and Phys ics, NU IST, Nan jing 210044, C h ina)

Abstract:We dealw ith the m atrix equation A
T
XA = D and establish the perturbation bounds by using

the pat itionedma trix and the properties o f them atrix no rm s. The results can be used in numerical ca lcu-

lation in model upda ting.
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0 引言

1996年 Da i等
[ 1-2]
研究了来源于工程中振动反问题的矩阵方程, 他们分别对实对称及实对称半正定矩

阵全体研究了矩阵方程

A
T
XA = D ( 1)

的最小二乘解。廖安平等
[ 3]
研究了它的双对称最小二乘解, 之后又获得了矩阵方程 A

T
XA + B

T
YB = C的对

称与反对称最小范数最小二乘解
[ 4]
。邓远北等

[ 5 ]
给出线性流形上矩阵方程 ( 1)的反对称解和反对称最佳逼

近解。关于方程 ( 1)的反对称解、反对称正交对称解的研究, Peng等
[ 6-8]
获得一系列成果。矩阵方程 ( 1)在

结构模型修正以及工程振动反问题中有重要应用
[ 1]
。本文对矩阵方程 ( 1)进行扰动分析,获得矩阵方程 ( 1)

的扰动界,这些结果是对文献 [ 3]的补充, 方便于模型修正中的数值计算。

本文用 P
m @n
表示数域 P上m @n矩阵的全体, A

T
为矩阵 A的转置, A\0表示矩阵 A为实对称半正定矩

阵, rank (A )表示矩阵 A的秩, A
+
表示矩阵 A的 M oore-Penro se逆, K1 (A ) \K2 (A )\ ,\Kn (A )表示 n阶实

对称矩阵 A的特征值的降序排列。 + + 2为向量或矩阵的 2-范数, + +F 表示矩阵的 Froben ius范数。 I代表

单位矩阵。

1 若干引理

引理 1
[ 9-10]  设 A I C

m @n
, B I C

p @q
, CI C

m @q
,矩阵方程

AXB = C

有解的充分必要条件是

AA
+
CB

+
B = C,



并且在有解的情况下,其通解为

X = A
+
CB

+
+ Y- A

+
A YBB

+
。

其中 YI C
n @p
是任意的。

引理 2 设 A I R
m @n

, D
T
=D I R

n @n
,令

' = {H I R
m @m

| H
T
= H, A

T
HA = D },

G = { (A
T
)
+
DA

+
+ T - AA

+
TAA

+
| T

H
= T I R

m @m
},

则当且仅当 A和 D满足 A
+
ADA

+
A =D时, ' X 5 ,并且当 ' X 5 时,有 ' = G。

证明  必要性。如果 ' X 5, 即矩阵方程 A
T
HA = D 有对称矩阵解 H, 则由引理 1知, A和 D 满足

A
T
(A

T
)
+
DA

+
A =D,即 A

+
ADA

+
A =D。

反过来,如果 A和 D满足 A
+
ADA

+
A = D,即 A

T
(A

T
)
+
DA

+
A =D,则由引理 1知,矩阵方程 A

T
HA =D

相容, 其通解为

H = (A
T
)
+
DA

+
+ T - (A

T
)
+
A

T
TAA

+
=

(A
T
)
+
DA

+
+ T - (AA

+
)
T
TAA

+
= (A

T
)
+
DA

+
+ T - AA

+
TAA

+
,

其中 T是任意的实对称矩阵。由 (A
T
)
+
DA

+
+ T- AA

+
TAA

+
是实对称矩阵,即得 ' = G。证毕。

设 AI R
m @n

, 其奇异值分解为

A = U
2 O

O O
V
T
。 ( 2)

其中 U= [U1, U2 ] I R
m @m

, V= [V1, V2 ] I R
n @n
均为正交矩阵, 2 = diag ( R1, ,, Rr ) > 0, r = rank (A ), U1 I

R
m @ r

, V1I R
n @ r
。

引理 3
[ 1]  设 A I R

m @n
, D

T
=D I R

n @n
, A的奇异值分解为 ( 2)式,则矩阵方程

A
T
XA = D

有实对称半正定解的充要条件是

A
+
ADA

+
A = D \ 0,

并且在有解的情况下,矩阵方程 ( 1)的对称半正定解通解为

X = U
X 0 PX 0

X 12

X
T
12 PX 0

X
T
12X

+
0 X 12 + X 22

U
T
。

其中 X 0 = 2
- 1
V
T
1 DV12

- 1
, X 12 I R

r @ (m - r )
是任意的, X 22是任意的m - r阶对称半正定矩阵。

引理 4 设 A I R
m @n

, D
T
=D I R

n @n
, A的奇异值分解为 ( 2)式, 则矩阵方程

A
T
XA = D ( 3)

有实对称正定解的充要条件是

A
+
ADA

+
A = D \ 0,  rank (A ) = rank (D ),

并且在有解的情况下,矩阵方程 ( 3)的对称正定解通解为

X = U
X 0 X 12

X
T
12 X

T
12X

- 1
0 X 12 + X 22

U
T
。 ( 4)

其中 X 0 = 2
- 1
V
T
1 DV12

- 1
, X 12 I R

r @ ( n - r )
是任意的, X 22是任意的 n - r阶对称正定矩阵。

证明  必要性。如果矩阵方程 ( 3 )有实对称正定解 H, 则 A
T
HA = D。由引理 2知, A 和 D 满足

A
+
ADA

+
A =D,并且 H =H

T
1 H 1, H1 > 0,则 D = (H 1A )

T
(H1A )\ 0,从而 rank (D ) = rank (H 1A ) = rank (A )。

充分性。设 A的奇异值分解为 ( 2)式, 记

V
T
DV =

D 11 D 12

D 21 D 22

,

其中 D 11为 r阶方阵。由 A
+
ADA

+
A =D\ 0,得

V
T
DV =

D 11 O

O O
,  rank (D ) = rank (D11 ) = r,
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从而 D 11为实对称正定矩阵。令

X = U
2
- 1
D 11 2

- 1
X 12

X
T
12 X

T
12 D

- 1
11 X 12 + X 22

U
T
,

其中 X 12 I R
r @ ( n - r )

是任意的, X 22是任意的 n - r阶对称正定矩阵,则 X为矩阵方程 ( 3)的对称正定解。证毕。

引理 5
[ 9]  设 A, EI C

m @n
, �A = A + E,如果 rank (A ) = rank (�A ),并且+A

+ + 2+E+ 2 < 1,则

+ �A
+

+ 2 [
+A

+ + 2

1- +A
+ + 2 +E+ 2

,

+�A+
- A

+ + 2

+A
+

+ 2

[
3J2 (A )

+E+ 2

+A+ 2

1- J2 (A )
+E+ 2

+A+ 2

,

其中 J2 (A ) = +A+ 2 +A
+ + 2。

2 矩阵方程 A
T
XA = D扰动分析

定理 1 设 A, E I R
m @n

, D, FI R
n @n
是对称矩阵, �A = A + E, �D =D + F,且 A, D, �A和 �D满足如下条件,

rank (A ) = rank (�A ) = m,  A
+
ADA

+
A = D, �A

+
�A�D�A

+
�A = �D,

X为矩阵方程 ( 1)的对称解, �X = X + $X为矩阵方程

�A
T
Y�A = �D ( 5)

的对称解,则

+$X+ 2

+X+ 2

[ + (A + E )
+ + 2

2
+A+ 2

2 +F+ 2

+D+ 2

+ +E+ 2 ( 2+A+ 2 + +E+ 2 ) 。 ( 6)

进一步,如果 +A
+ + 2 +E+ 2 < 1,则

+$X+ 2

+X+ 2

[
J2 (A )

1- J2 (A )
+E+ 2

+A+ 2

2

+F+ 2

+D+ 2

+
+E+ 2

+A+ 2
2+

+E+ 2

+A+ 2

, ( 7)

其中 J2 (A ) = +A+ 2 +A
+ + 2。

证明  由引理 2,矩阵方程 (1)和 (5)均有唯一对称解。设 �X = X + $X为矩阵方程 (5)的对称解, 则

(A
T
+ E

T
) (X + $X ) (A + E ) = D + F,

即

(A + E )
T
$X (A + E ) = F - A

T
XE - E

T
XA - E

T
XE ¦ G。 ( 8)

因为 rank (�A ) =m ,所以 (A + E ) (A + E )
+
= Im ,从而由 ( 8)式得

$X = (A + E )
+ T
G(A + E )

+
。

因此,

+ $X+ 2 [ + (A + E )
+ + 2

2 +G+ 2 [

+ (A + E )
+ + 2

2 ( +F+ 2 + 2+A+ 2+E+ 2+X+ 2 + +E+ 2

2 +X+ 2 )。

注意, +D + 2 = +A
T
XA+ 2[ +A+ 2

2 +X+ 2,由上式即得 ( 6)式。

由 ( 6)式及引理 2即得 ( 7)式。证毕。

注记 1 当 rank (�A ) <m 时, 矩阵方程 ( 1)解的相对误差
+ $X+ 2

+X+ 2
可能无界。

事实上, X为矩阵方程 (1)的对称解, �X = X + $X为矩阵方程 (5)的对称解,由 ( 8)式, 引理 1与引理 2得

$X = (A + E )
+ T
G (A + E )

+
+ T - (A + E ) (A + E )

+
T (A + E ) (A + E )

+
,

其中 T是任意的m 阶对称矩阵。可见矩阵方程 ( 8)的解不唯一。T的任意性可使+ $X+ 2任意大。

设 A + E的奇异值分解为
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A + E = U
2 O

O O
V
T
, ( 9)

其中 U= [U1, U2 ] I R
m @m

, V= [V1, V2 ] I R
n @n
均为正交矩阵, 2 = diag ( R1, ,, Rr ) > 0, r = rank ( A + E ) <

m , U1 I R
m @ r

, V1I R
n @ r
。

令

S = (A + E )
+ T
G (A + E )

+
,  U

T
TU =

X 1 X 2

X
T
2 X 4

I R
m @m

,

其中 X 1, X 4分别是 r,m - r阶对称矩阵, X 2 =

a 0 , 0

0 0 , 0

, , , ,

0 0 , 0

I R
r @ (m - r )

, a > + S+ 2,则

+T - (A + E ) (A + E )
+
T (A + E ) (A + E )

+ + 2 =
0 X 2

X
T
2 X 4 2

=

K
1
2
max

X 2X
T
2 X 2X 4

X 4X
T
2 X

T
2 X 2 + X

2
4

\ K
1
2
max (X 2X

T
2 ) = a > + S+ 2。

所以

+ $X+ 2 \ | + S+ 2 - + T - (A + E ) (A + E )
+
T (A + E ) (A + E )

+ + 2 | =

+ T - (A + E ) (A + E )
+
T (A + E ) (A + E )

+ + 2 - + S+ 2 \ a - +S+ 2 y + ] (a y + ] )。

然而, 如果考虑矩阵方程 ( 1)的极小 F-范数对称解
[ 10]
,则其极小 F-范数对称解是唯一的, 即为

X = A
+ T
DA

+
。

  定理 2 设 A, E I R
m @n

, D, FI R
n @n
是对称矩阵, �A = A + E, �D =D + F,且 A, D, �A和 �D满足如下条件,

A
+
ADA

+
A = D, �A

+
�A�D�A

+
�A = �D,

X为矩阵方程 ( 1)的极小 F-范数对称解, �X = X + $X为矩阵方程 ( 5)的极小 F-范数对称解。如果 rank (A )

= rank (�A ), 并且 +A
+ + 2 +E+ 2 < 1,则

+$X+ 2

+X+ 2
[ 2 3

J2 (A )

1- J2 (A )
+E+ 2

+A+ 2

2

1+
+F+ 2

+D + 2

+E+ 2 + ( J2 (A ) )
2 +F+ 2

+D+ 2
。 ( 10)

其中 J2 (A ) = +A+ 2 +A
+ + 2。

证明  由引理 2知,矩阵方程 (1)和 (5)均相容,则相应的唯一极小 F-范数对称解分别为

X = A
+ T
DA

+
,  �X = X + $X = �A

+ T
�D�A

+
。

从而

$X = �A
+ T
�D�A

+
- A

+ T
DA

+

= (�A
+
- A

+
)
T
�D�A

+
+ A

+ T
�D (�A

+
- A

+
) + A

+ T
FA

+
,

于是

+ $X+ 2 [ + �A
+
- A

+ + 2 +�D + 2 (+ �A
+ + 2 + +A

+ + 2 ) + +A
+ + 2

2 +F+ 2。

由 +D+ 2[ +A+ 2
2 +X+ 2和引理 4,得

+$X+ 2

+X+ 2

[ 2 3+A
+ + 2

J2 (A )

1- J2 (A )
+E+ 2

+A+ 2

2

1+
+F+ 2

+D + 2

+E+ 2 + ( J2 (A ) )
2 +F+ 2

+D+ 2

。

  定理 3 设 A, E I R
m @n

, D, FI R
n @n
是对称矩阵, �A = A + E, �D =D + F,且 A, D, �A和 �D满足如下条件

A
+
ADA

+
A = D \ 0, �A

+
�A�D�A

+
�A = �D \ 0,

X是矩阵方程 ( 1)的任一非零对称半正定矩阵解。记 G = F - A
T
XE - E

T
XA - E

T
XE,并设 �A

+
�AG�A

+
�A = G\

0, 则矩阵方程
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�A
T
Y�A = �D ( 11)

存在对称半正定矩阵解 �X = X + $X,使得

+$X+ 2

+X+ 2

[ +A+ 2

Rr

2 +F+ 2

+D + 2

+
+E+ 2

+A+ 2
2+

+E+ 2

+A+ 2

, ( 12)

其中 Rr为 A + E最小非零奇异值。

证明  设 A + E的奇异值分解为 ( 9),则由引理 3,扰动方程 (8)的对称半正定解

$X = U
X 0 PX 0

X 12

X
T
12 PX

0
X

T
12 X

+
0 X 12 + X 22

U
T
,

其中 X 0 = 2
- 1
V
T
1 GV1 2

- 1
, X 12 I R

r @ (m - r )
是任意的, X 22是任意的 m - r 阶对称半正定矩阵。取 X 12 = 0I

R
r @ ( n - r )

, X 22 = 0I R
(m - r ) @ (m - r )

, 则

$X = U
X 0 O

O O
U
T
,

为扰动方程 ( 8)的极小 F-范数解,并且

+ $X+ 2
2 = +X 0+

2
2 = Kmax ( 2

- 1
V
T
1 GV1 2

- 1
)
2
。

注意 X 0 = 2
- 1
V
T
1 GV12

- 1 \0, 所以

+ $X+ 2
2 = K

2
m ax (2

-1
V
T
1 GV12

- 1
) = K

2
m ax ( V

T
1 GV12

- 2
) [

K
2
max (G ) K

2
max ( 2

- 2
) = +G+ 2

2 R
- 4
r ,

从而+ $X+ 2[ +G+ 2R
- 2

r 。由于

+G+ 2 [ +F+ 2 + 2+A+ 2 +E+ 2 +X+ 2 + +E+ 2
2 +X+ 2, +D+ 2 [ +A+ 2

2 +X+ 2,

故

+$X+ 2

+X+ 2

[ R
- 2
r

+F+ 2+A+ 2
2

+D+ 2
+ +E+ 2 ( 2+A+ 2 + +E+ 2 ) ,

由上式即得 ( 12)式。证毕。
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