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关于车贝雪夫多项式和自然正交函数

作气象场展开的收敛性
、

稳定性问题
.

黄 文 杰

(国家气象局气象科学研究院 )

周 家 斌

(中国科学院大气物理研究所 )

车贝雪夫(月e6 址以e B )多项式和 自然正交函数都是气象上常用的正交函数
。

后者从气

象场本身的协方差矩阵引出正交函数
,

能有效地浓缩气象场信息
,

且可用不规则格 点 资

料
。

以往国内外对车贝雪夫多项式的应用都只限于等距格点
,

周家斌
〔门 将它推广到不规

则格点上
,

从而扩大了它的用途
。

这两种正交函数各有一些优缺点
,

因而如何充分发挥其优点而避免其缺点就成为一

个重要的研究问题
。

我们拟对这两种正交函数作一些比较和综合研究
,

本文重点放在收

敛性和稳定性方面
。

1
.

收 敛 性

设我们有一组资料
,

以 Z
‘, ‘, ‘

表示
。

共中 t 表示资料的时次(‘= 1
, 2 ,

⋯
,

T 。
)

,

￡
,

J

为资料的二维序号 (￡二 1 , 2
,

⋯
, I 。;

了~ 1 , 2 ,

⋯
,

J 。)
。

我们可以把 玖
, ‘, ;

用车贝雪夫多

项式展开
,

即

1)点
、了
、.

名牙
‘, ‘, , = E E A ‘, * , , ·

梦 * , ‘
·

劝
· , ,

盛= O B = 0

其中 么
, ‘, ,

表示 t时刻
,

格点 ￡,

J处的拟合值
;
叭

, ‘

为 k 阶规一化车贝雪夫多项式在

的值
; 劝

: , ,

为 习阶规一化车贝雪夫多项式在 j点的值
; K 。 ,

召。
为拟合所取截止项数

。

可以用如下相关指数表示 (1) 式对 z
: , ‘, ,

的拟合精度

K o 5 0

」

乙 艺式
,

k,a
犷‘, 了 。, 召 。

二

立
(2 )

E 2 2 , , ‘, ‘

‘= 1 事= 1

现在将同一资料用 自然正交函数展开
,

为了与一般的 自然正交函数表达式一致
,

我们

把二维序号 (艺
,

j) 转化为一维格点表示
,

即 l= 1
,

2 ,

⋯
,

L 。(L 。= I 。X J 。)
。

则自然正交 函

数展开表示为

本文于 19 8 2 年 6 月 1 0 日收到
,
1 98 4 年 1 月 2 4 日收到修改稿

。
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牙
: , : = 乙 ? . , 。

·

x
* , :

= l , 2
,

⋯
,

T o

= l , 2 ,

⋯
,

L o

(3 )

式中 K 工为拟合所取截止项数
。

相应的相关指数为

了蜀 二

K -

E 只

几= 1

石 O

乙 R
: , :

J = 1

(4 )

其中 只
*

为协方差矩阵的第 k 个特征值
。

在比较两种展开的收敛性时
,

取同一相对误差可分别 自(2) 式和 (4) 式定出各 自展 开

所需的项数
。

需要的项数愈少
,

收敛愈快
。

在欧亚地区(20
。

一 70
O

N
, 。

。

一 1 60
0

E )
,

我们按表 1 配置取 35 个格点
,

由于其分布很

不规则
,

为适合二维车贝雪夫展开
,

将格点按 5 x 7 结构排列
,

其二维序号见表 1
。

表 l 欧亚 35 个格点位置及二维序号

l!曰sese|
|
�||

争卜卜⋯
2。

。

1
3。

。

⋯
4。

。

⋯
5。

。

1
6。

。

0 0
0

} 11 0
0

11 2 0 1 3 0

:0o]s0oi00o
( 1

,
1 )

( 2
,
1 )

( 1
,
2 )

( 2
,
2 )

( 3
,

2 )

( 1
,
3 )

( 2
,
3 )

( 1
,
4 )

( 2
,
4 )

( 3
,
3 ) ( 3

, 4 )

( 1
,
5 )

( 2 ,
5 )

( 3
,
5 )

( 2
,
6 )

( 3 ,
6 )

( 4
,
1 ) ( 4

,
2 ) ( 4 ,

3 ) ( 4 ,
4 ) ( 4

,
5 ) ( 4

,
7 )

( 5
,
1 ) ( 5

,
2 ) ( 5

,
4 ) ( 4 ,

6 )

( 5 ,
3 ) ( 5

,
5 ) ( 5

,
6 )

业‘, ,
6 ,

} }
‘z , 7 ,

} }
‘1

,
7 }

‘3 ’‘’

⋯!
‘5

’‘’

! 1

|11(3,1)l |ee
.00000

n�01�U�UCU�U钾J魂匕目仁J竺,目,山

资料场 Z 取 5 0 0 m b 高度
,

时段由 1 9 5 2 年 i 月至 29 5 0 年 12 月
。

从 30 年平均场看
,

每个月的 A * , :

根据绝对值的大小作顺序排列如表 2 ( 只给出前 1。

个 )

表 2 1 9 5 1一 1 9 8 0 年各月平均场 A . , .

绝对值大小排序

次 }
序 1 1 10

月

AAA
1 000 A

O ---
A

: ooo
A : 111 A

2 111

AAA 一。。 A
o ---

A
: ooo A

一111
A

: xxx

AAA
一。。 A

0 111 A
l---

A
: 。。 A

:::

AAA
1 000

A
0 111

A
1 111

A
o 。。

A
: ooo

AAA
一。。 A 0 111 A : --- A

o 。。
A

; :::

AAA
: ooo

A
0 111

A
o。。

A
: ---

A 旧旧

AAA
1 000

A
: lll A

0 ...
A
一iii

A : ---

AAA : ooo
A 0 111

A
: 111 A

: ---
A

: ooo

AAA
1 000

A
。--- 月

1 ---
A

: ---
A

。。。

AAA : ooo
A

o :::
A

l ::: A
: ---

A
, :::

AAA 一。。 A
o --- A

: ::: A
: ---

A 。。。

AAA
一。。

A
0 111

A
z :::

A
: ,,

A
: o
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从表 2 可知
,

A0
。,

A , 。
这两个系数在全年各月都分别排在第一

、

第二位
,

A 。: 则除 7 月

份外皆排在第三位
。

这说明按表 1 的格点编号能较好地把主要信息中 于 A 。。 ,

A l。,

A 。,

这

三个低阶系数上
。

对上述资料还计算了 子* , :

值
:

_ 1 粼
犷 ’, ’一

可台
r ‘, ‘, ‘ (5 )

式中 少 , 二 1 2
,

k = 0 ,

1
,

⋯
, 4 , s “ 0 ,

1
,

⋯
,

6

表 3 列出了各月按表 2 排序的前 8 个
: ‘, , , 。

值及 于* , 。

值
。

表 3 车贝雪夫展开与自然正交函数展开收敛性比较

稿一二⋯
1

2 ! 3 1 4

6

!
7

⋯
8

工

2

3

4

5

6

7

8

9

10

1 1

1 2

0
.

7 7 5 2

0
‘

7 9 8 3

0
,

8 2 7 6

0
。

8 8 4 3

0
。

9 3 6 5

0
。

9 7 0 1

0
。

9 8 2 4

0
。

9 7 7 0

0
.

9 5 2 1

0
.

9 0 0 1

0
.

8 3 0 5

O
。

7 9 1 5

0
。

8 85 5

0
。

8 7 4 0

0
。

9 38 8

0
.

9盛7 4

0
。

9 62 6

0
.

9 7 9 9

0
‘

9 8 95

0
.

9 9 64

0
.

9 9 81

0
,

9 9 74

0
.

9 9 39

O
。

9 8 31

0
。

9 64 3

0
。

9 50 3

O
。

9 75 2

0
.

9 04 2

0
。

9 6 0 4

0
。

9 6 4 3

0
.

9 7通7

0
.

牙8 5 5

0
.

9 9 2 9

0
。

9 9 7 3

0
.

9 9 8 4

0
.

9 9 7 7

0
。

9 9 5 6

0
。

9 8 9 3

0
.

9 7 9 4

0
.

9 6 8 5

0
.

9 8 3 7

0
。

9 2 6 8

0
‘

9 6 7 9

0
.

9 7 3 3

0
.

9 7 9 5

0
。

9 8 8 6

0
。

9 9 4 3

0
。

9 9 7 8

0
.

9 9日6

0
。

9 9 7 9

0
,

9 9 6 4

0
。

9 9 3 3

0
。

9 85 8

0
。

9 74 2

0
。

9 87 3

0
。

9 46 5

0
。

9 7 4 5

0
.

9 7 9 3

0
。

98 3 7

0
。

99 0 5

0
‘

99 5 4

0
.

99 8 2

0
.

9 9 8 7

0
.

9 9 8 1

0
.

9 9 7 0

0
.

9 9 4 2

0
。

9 8 8 5

0
。

9 7 9 4

0
。

9 8 9名

0
.

9 5 6 8

0
。

9 80 1

0
。

9 85 5

0
.

9 8 5 9

0
.

9 9 20

0
.

9 9 6 3

0
.

9 9 8 5

0
。

9 98 8

0
。

9 98 3

0
。

9 97 4

0
.

99 4 9

0
.

99 0 3

0
。

98 44

0
.

e9 1马

0
.

9 6 48

0
.

98 3 3

0
.

98 5 5

0
.

9 8 80

0
。

9 93 0

0
。

9 96 7

0
。

9马8了

0
.

9 9 8 9

0
。

9 98 5

0
.

9 9 77

0
.

9 9 5 6

0
.

9 9 2 0

0
。

9 8 6 8

0
.

9 9 2 9

e
。

9 7 1 3

0
。

9 8 5 9

0
.

9 8 7 9

0
.

98 9 4

0
。

99 3 9

0
.

99 7 1

0
,

马9 8 8

0
。

9 9 9 0

0
。

9 9 8 6

0
.

9 9 7 9

0
。

9 9 6 3

0
。

9 9 3 2

0
。

9 8 7 1

0
。

9 9 3 9

0
.

9 7 6 2

表 3 指出
,

车贝雪夫展开的收敛速度是很快的
,

并不低于自然正交函数展开的收敛速

度
,

这无论从 12 个月的平均收敛速度抑或任一个月的收敛速度说
,

都是如此
。

对比表 3 末两行知
,

车贝雪夫展开只取前两项
,

收敛效果已相当于自然正交函数展开

取前 7 项
。

即使收敛速度较慢的冬季
,

尤其是一月份
,

车贝雪夫展开取前 2 项也优于自然

正交函数展开取前 3 项
。

2
.

稳 定 性

(l) 式中 中* , ‘,

砂
: , ,

只与格点分布有关
,

与时间没有关系
,

因而 p * , 、
·

势
。 , ,

也只与格点

有关
,

而与时间无关
。

由于车贝雪夫展开是对原资料场 Z
: , ‘, ,

的各时刻(名二 1 , 2 ,

⋯ )作独立展开
,

无论 t二

1
, 2 或任何时刻

,

砂。 , ‘
·

叭
, ,

在 (落
,

力 上的值始终是同样的
。

故应该说
,

在车贝雪 夫 展 开

中 中, , ‘·

叻
, , ,

是绝对与时间无关的
。

而 自然正交函数展开的空间部分 X
* , :

虽然在形式上

与时间无关
,

但由于它不是对原始资料场 玖
, :

的各时刻 (t 二 1 , 2⋯ ) 作独立展开
,

而是

通过 Z
, , ,

的协方差矩阵 R 作运算求得
。

协方差矩阵 丑 是随 云值大小有变化的
,

故 X
, , : ,
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实际上是与 t 的大小 (即样本容量) 有关
。

故应该说
,

自然正交函数展开的 空 间 部 分
-

X
* , :

只能在样本容量取定
,

样本起
、

终点也取定情况下才是固定的
。

样本容量和样本起点
_

至终点的任何变动都会影响 X
, , ,

值
,

因之它不是绝对与时间无关的
。

总之
,

车贝雪夫展开的空间部分对时间说是严格稳定的
;
而自然正交函数展开的空间

部分与样本取法相关联
,

因之它对时间是依赖的
。

自然正交函数展开的不稳定性也在于

它
。

上述观点
,

周家斌 已在文献〔习中概括地提出过
,

现在根据资料计算作明确的比较
。

表 4 a 给出 1 9 5 1 年 z 月至 1 9 8 0 年 1 2 月共 3 6 0 个月
,

按表 i 所示欧 亚 地 区 5 0 0 m b
,

高度场的自然正交函数展开的第 5 个特征向量场
。

表 弓b 为同样格点
,

但时间 为 1 9 5 1 年

1 月至 1 9 7 9 年 12 月共 3 48 个月的同一特征向量场
。

对比表 4 a 和 4 b 知它们的 符号 完

全相反
。

同样符号相反也在第 8 个特征向量场出现
。

展开结果的比较表明
,

时间相差一

年的两组展开
,

只有第一特征向量基本上有稳定性
,

第二特征向量及其它特征向量皆出现
,

程度不同
,

甚至符号相反的不稳定性
。

由于篇幅所限
,

这些结果的资料均未给出
。

表 4 a l二 3 60 的自然正交函数展开第 5 个特征向量场 (1 95 1一 1 98。年共 3 60 个月 )

\

一
~

丈几
2 1 3

6

⋯
7

一 0
.

18 7 ! 一 0 4 4 3 1 一 0
。

15 6 一 0
.

01 9 一 0
。

0 5 8 0
。

09 3 O
。

0 5 7

一 0
‘

08 1 1 一 0
.

0 1 7 1 一 0
.

0 3 9 0
。

15 7

一 O
。

0 05

0
.

1 4斗 0
。

0 62 一 0
。

0 3 7

一 0
,

0 19 1 一 0
.

3 2 4 1 一 0
.

0 9 5 0
,

0 0 5 一 0
。

0 46 一 O
。

4 0 3

一 。
·

2。。

}
。

‘

。3 5

1
。

‘

。‘。

}
一 。

’

。2,

一 0
.

1 0 4 ! 一 0
。

0 4 9 ! 0
。

3 3 5 ! 0
。

3 09

0
.

1 0 3

0
。

2 3 8

0
。

0 7 4

一 0
.

0 5 5

0
。

1 12

一 0
,

1牙3

表 4 b l二 3 4 8 的 自然正交函数展开第 5 个特征向量场 (1 9 5 1一 1 9 7 9 年共 348 个月 )

-

一
二、 .

\
j

} } 1 } { ! }

止二二斗牛华
一

丰斗斗
-

斗月二
-

’

}
。

‘

, 吕‘

!
。“‘了

}
。

‘

, “
}

”。2 6

{
。

‘

。5,

}
一 。

’

。“

1
一 。

·

, 5‘

’

1
。

’

。吕‘

}
。

’

。, ‘

}
。

‘

0 ‘3

}
一 。” 5 3

}
一 。

’

“3

}
一。” 5 ,

}
。

·

。‘。

3

}
。

‘

0 , 。

}
。

’

‘2 “

}
。

‘

。, 2

{
一 。

’

。。3

}
一 。

‘

。。5

}
。

’

。5 ‘

1
。

·

, , ,

‘

}
。

’

“ ,

1
一 。

’

。‘5

}
一 。

‘

。, 。

}
。

’

0 , ‘

}
一 , “。3

1
一 。

‘

。, 5

1
一 o

‘

, , 。

5

}
。

‘

, 。吕

}
0

‘

0 5‘

1
一 。

’

‘3 0

1
一 0

‘

3 ‘,

}
一 。 2 3 ,

}
。

·

。5 7

{
。

·

‘9 ,

3
.

粗定性问题对天气预报的影响

稳定性向题对天气分析和预报的影响可从如下几个方面加以说明
:

1) 天气分析

设有某时段 t = l , 2
,

⋯
,

少 :
的资料 2

. , ‘, , ,

用车贝雪夫多项式展开得到车贝雪夫系数



2 期 黄文杰等
:

关于车贝雪夫多项式和自然正交函数作气象场展开的收敛性
、

稳定性问题 2 39

的多维时间序列 A,
,
气 : 。

用 自然正交函数展开得到时间系数 的 序 列 , 人 和 空 间 函数

X 若{全
,

这两个函数都依赖于本时段的资料协方差矩阵 刀‘, ’。

因此 T 儿 和 X 釜)}皆受到 T :

的制约
。

现在把资料延长至 T Z ,

即补充新资料 Z
: , ‘, , ,

其中 志二 T : 十 1 ,

T , 十 2 ,

⋯
,

T Z 。

若用车贝雪夫展开
,

我们只要将新补充的资料展开就得到车贝雪夫系数时间序列的
、

延长
,

旧资料的车贝雪夫系数性质和量值都保持不变
。

因之
,

对序列的研究可只限于对新
延长的车贝雪夫系数作研究

。

用 自然正交函数展开时
,

我们不能只处理新补充的资料
,

否则就无法对前后两个时
段的结果进行统一的分析研究

。

因此当资料加长后需对前后两段资料合在一起重新进行
分析

。

2) 天气预报

用车贝雪夫多项式作预报时
,

由于 甲* , ‘

和 吵
: , ‘

不变
,

我们只需要预报系数 A
, : + 二 , , , : 。

因之预报误差将由两部分决定
: a ) A

: ‘十
咐

, ,

的预报误差
;
b) 由于截断项取至 k = K 。 , : ~

s 。
引起的拟合误差

。

用 自然正交函数作预报时
,

由于 z 二
‘

* 二 , 、

未知
,

因而无法求出包括 T : + n 时刻资料的
,

协方差矩阵
,

因而也求不 出 X
* , : 。

在作预报时
,

一般假定 X
; , ,

不变
,

而仅预报时间系数
少

, ; 、二 , ; 。

因此
,

用 自然正交函数作预报取决于如下三部分误差
: “)T

: ;、 , , ;

的预报误差
;

b)
·

截断项取至 K , 的拟合误差
; c) 假设 X

* , :

不变引起的误差
。

单就拟合误差 (即 b 项 ) 说
,

由于拟合所取项数总少于格点数
,

显然有可能是某些点
上自然正交函数展开的拟合好些

,

而另一些点则反之
。

至于不稳定引起的误差则仅是自
,

然正交函数才有
,

因而是一部分额外的损失
。

3 ) 资料的压缩传输与存储

(1 ) 资料传输 将原资料化为车贝雪夫系数传输由于 甲, , ‘,

叻
: , ‘

不随时间变化
,

故接
收者只要知道 I 。和 J 。

就很容易用系数求得原资料场
。

用 自然正交函数则不可能仅根据
时间系数去求得原资料场

,

必须同时传输 X
, , : ,

才能使接收者根据 T , , 。

和 X
, , ,

去求得原

资料场
。

(2) 资料存储 新资料出现后
,

自然正交函数的时间系数和空间函数都将变化
,

旧的

展开系数和特征向量场资料将失去存储价值
。

车贝雪夫系数则因各时刻间有相互独立性
而有永久存储价值

。


