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摘　要：在桩的振动理论中，对大直径桩，不能把桩简单看成一维杆件，必须考虑其横向尺寸产生的横向惯性效应。
通过横向惯性效应的运动方程进行拉氏变换，推导出桩顶在正弦激振力作用下的位移和速度的响应传递函数以及
速度导纳表达式，并分析了横线惯性效应对基桩动测时域曲线的影响以及其影响因素。 在不考虑材料阻尼、桩周
土条件下，发现横向惯性效应会降低应力波速度，并产生衰减作用，同时脉冲宽度和桩径大小直接影响着横向惯性
效应的强弱。
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0　引言
近年来，低应变应力波反射法完整性检测技术

以其快捷、无损、便携、经济等优点，在国内外得到广
泛的应用和发展。 在应力波反射法理论中，作了很
多假设，如将桩看成一维杆件，材料均质，各向同性，
等截面，应力均匀分布等，其中还包括重要一点：平
截面假设。 在平截面假设中，将桩变形时的横截面
看成仍保持为平面，并在平截面上只存在均匀分布
的轴向应力，忽略了桩中质点的横向运动对纵向振
动的影响。 而实际上，随着高层建筑，超高层建筑以
及重大型建筑的大量涌现，桩基础使用大直径桩、超
长大桩也越来越多。 因此，在桩的振动理论中，不能
把桩简单看成一维杆件，忽略桩的横向尺寸。 在国
外，Ｐｏｃｈｈａｍｍｅｒ 首先指出了杆的基本弥散性质，
Ｒａｙｌｅｉｇｈ给出了关于纵向振动横向效应的评估［１］ ，
Ｌｏｖｅ推导了完全的控制方程［２］ ；在国内，王雪峰等
学者从能量角度推导出了桩纵向振动时考虑横向惯

性效应的运动方程［３］ ，并以谐波解试解，得出了若
干结论。 本文在此基础上深入分析，通过拉氏变换，
推导出桩顶位移和速度的响应传递函数以及桩顶速

度导纳表达式，得出了不少有益结论。

1　基本假设及定解问题
考虑一完整嵌岩桩，桩端固定，桩顶受一半正弦

脉冲激励，桩长 l，横截面积为常数且面积为 A，桩材
线弹性材料，均匀各向同性，弹性模量为 E，密度 ρ，
桩侧土阻尼和桩材阻尼忽略不计，并建立如下坐标
系：以横截面中心为 y轴和 z轴的坐标原点，沿桩身
向下为 x方向，位移分别用 u、v、w表示，本文研究问
题的简化模型如图 １所示。

取桩身 x位置处横截面上任一点分析，除有轴
向应变 εx 外，还由于 Ｐｏｉｓｓｉｏｎ 效应同时存在横向变
形 εy、ε z，进而可得出横向运动的质点速度 vy、vz 及
加速度ay、az，由此可见，横截面上存在着非均匀分
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图 １　计算简化模型

布的横向应力，必然导致平截面的弯曲。
然后，从能量的角度，根据哈密顿变分原理进而

推出考虑横向效应的桩纵向振动的运动方程（即
ＬＯＶＥ运动方程）［４］ ：

矪２u
矪t２ ＝E矪

２u
ρ矪x２ ＋v２ rｇ ２ 矪４u

矪x２ 矪t２ （１）

初始条件：

u（x，t）│t ＝０ ＝０，
矪u（x，t）

矪t │t ＝０ ＝０ （２）

边界条件：
ku（x，t）
EA ＋矪u

矪x│x ＝t ＝０ （３）

矪u（x，t）
矪x │x ＝０ ＝－ｆ（ t）EA ＝－Mｓｉｎ［（２π／τ） t］

EA （４）

2　定解问题求解
2．1　Ｌａｐｌａｃｅ变换

结合初始条件，边界条件，对定解问题（１）取关
于 t的 Ｌａｐｌａｃｅ变换：
记： U（x，s） ＝L［u（x，t）］ ＝∫＋∞

０ u（x，t）e －stｄt
F（s） ＝L［ f（ t）］ ＝∫＋∞

０ f（ t）e －stｄt
利用 Ｌａｐｌａｃｅ 变换的微分性质及初始条件，可

得：

L 矪２u
矪t２ ＝s２U（x，s） －su（x，０） －矪u矪t│t ＝０ ＝s２U（x，s） （５）

L 矪２u
矪x２ ＝ｄ２

ｄx２L u（x，t） ＝ｄ２

ｄx２U（x，s） （６）

L 矪u（０，t）
矪x ＝矪U（０，s）

矪x ＝－F（s）EA （７）

U（x，s）│x ＝l ＝U（ l，s） ＝０ （８）

　L 矪４u
矪x２ 矪t２ ＝L 矪２（矪

２u
矪t２ ）

矪x２
＝矪２

矪x２L
矪２u
矪t２

＝矪２

矪x２ s２U（x，s） －su（x，０） －矪u矪t│t ＝０

＝ｄ２

ｄx２ s２U（x，s） ＝s２ ｄ２

ｄx２U（x，s） （９）

这样，求解原定解问题就转化为求解含有参数
s的常微分方程的边值问题：

ｄ２

ｄx２U（x，s） － s２
E／ρ＋v２ rｇ ２ s２

U（x，s） ＝０

kU（x，s）
EA ＋矪U（x，s）

矪x │x ＝l ＝０

矪U（０，s）
矪x ＝－L f（ t）

EA ＝－F（s）EA
很显然，方程 U（x，s）是关于 x的一个二阶常系

数齐次线性微分方程。

设λ＝ － s２
E／ρ＋v２ rｇ ２ s２

，则方程的解：

U（x，s） ＝C１ｃｏｓ（λx） ＋C２ｓｉｎ（λx） （１０）
式中：C１ 、C２———待定系数。
由边界条件（３）、（４）得：

矪U（x，s）│x ＝０

矪x ＝－λC１ ｓｉｎ（λx） ＋λC２ｃｏｓ（λx）│x ＝０

＝C２λ＝－F（s）EA

C１
k
EAｃｏｓ（λl） －λｓｉｎ（λl） ＋

C２
k
EAｓｉｎ（λl） ＋λｃｏｓ（λl） ＝０

从而解出待定系数 C１ 、C２ 。
2．2　频响特性及导纳

根据有关定义，容易得到桩顶处位移阻抗函数
的解析表达式，如下：

Z（s） ＝ F（s）
U（x，s）│x ＝０

＝
－EAC２λ
C１

＝－EAλｔｇ（λl－φ） （１１）

式中：F（s） ＝L f（t） 、φ＝ａｒｃｔｇ k
EAλ。

桩顶速度响应函数 v（x，t） ＝矪u（x，t）
矪t ，根据 Ｌａ-

ｐｌａｃｅ变换微分性质，可得：
V（x，s） ＝L v（x，t） ＝sU（x，s）

由此容易得出桩顶的速度响应传递函数：

G（s） ＝V（x，s）F（s） ＝sU（x，s）F（s） ＝ s
Z（s）

＝－ s
EAλｔｇ（λl－φ） （１２）

在式（１２）中，取 s ＝iω（ω为振动角频率），ω＝

ωTc（Tc ＝l／C），C＝ E／ρ，进行无量纲化，得到桩顶
速度频率响应（导纳）的解析表达式：
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Hv（ iω） ＝－ １
ρAC

iω
λｔｇ（λ－φ） （１３）

式中：φ＝ａｒｃｔｇ kl
EAλ

以速度导纳幅值│Hv（ iω）│作纵坐标，以ω作
横坐标，即可得到桩顶速度导纳曲线（速度幅频曲
线）。
2．3　瞬态激振分析

这里，桩顶激励脉冲 f（ t）选择半正弦脉冲：

f（ t） ＝
MｓｉｎπtT０

　│t│＜T０

０ 　│t│≥T０

（１４）

根据傅立叶变换性质及卷积定理，设桩顶激振
力 f（ t）傅氏变换形式为 F（ iω），则桩顶时域速度响
应为：

v（ t） ＝f（ t）g（ t） ＝IFT F（ iω）H（ iω） （１５）
则半正弦脉冲激振力作用下桩顶时域速度响应

的半解析解（无量纲化）为：

v（ t） ＝MπlEA · 　　　　　　　　　　　　　　　　

∫
＋∞

－∞

i ω
λｔｇ（λ－φ）·

T０

π２－T０
２ ω２（１ ＋e－iωt０ ）eiωtｄω

（１６）

式中：ω＝ωTc，T０ ＝T０ ／Tc， t ＝t／Tc，Tc ＝l／C，C ＝

E／ρ（其中τ为无量纲脉冲宽度因子）。

3　分析计算
有限元软件包 Ｆｅｍｌａｂ 是基于偏微分方程而开

发的，根据以上分析及桩纵向振动考虑横向惯性效
应的运动方程，可以基于 Ｆｅｍｌａｂ平台来对正弦激振
力作用下的时域响应曲线进行分析，在不考虑桩周
土、桩材阻尼条件下，探究横向效应作用对应力波的
影响，此也为进一步分析桩周土阻尼、桩材阻尼和横
向惯性效应的耦合作用奠定基础。 现以一 １０ ｍ 长
完整端成桩为研究对象，桩端固定，不考虑桩周土、
桩材阻尼影响，取密度 ρ ＝２４５０ ｋｇ／ｍ３，取弹模 E ＝
３０ ＧＰａ。 分 ２种情况考虑：一是固定脉宽，桩径分别
取 ０．５、１．０、１．５ ｍ；二是固定桩径，脉宽分别取对横
向惯性取 ０．５、１．０、２．０ ｍｓ，其计算桩顶时域曲线分
别如图 ２ 所示。

仔细分析图 ２，可以得出以下结论：
（１）固定脉宽（１ ｍｓ），横向惯性效应随直径的

增大而增强；固定直径（０．７ ｍ），激振脉冲宽度越
窄，横向惯性效应越明显。

图 ２　横向惯性效应对基桩动测曲线的影响

（２）横向惯性效应的增强，也加剧了基桩动测
曲线的振荡，且在后续反射中，波形振荡越明显，这
势必阻碍对波形的正确判断。 野外工程实践中，使
用相同传感器，相同振源，中小桩上实测信号几乎没
有振荡，而长大桩中振荡非常明显，而这直接导致判
断、读数困难，甚至误判。

（３）图 ２（ａ）和图 ２（ｂ）的一个共同特点是，随着
横向惯性效应的增强，波形发生明显后移，也就是

说，应力纵波波速已经开始下降。 究其原因，主要由
于横向惯性效应的作用，引起的应力波的几何弥散，
从而致使应力纵波波速明显下降（当横向惯性效应
显著时，可致使应力纵波波速下降近一半）。 刘金
东在首都机场深达 ３５ ｍ、横截面积为 ２５００ ｍｍ ×
２５００ ｍｍ的条基上做动测试验，在桩长和混凝土强
度有严格保障的前提下，实测波速仅约 ２２００ ｍ／ｓ，
这几乎是正常波速的一半，当时无法解释，其实这实
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际上正是由于横向惯性效应引起的几何弥散导致

的。
（４）由图 ２可知，在后续反射中，波形峰值开始

下降，应力波法发生衰减。 这主要由于横向惯性效
应的存在，致使应力波能量发生损耗，即使基桩动测
不受桩材本身阻尼和桩周土阻尼，以及桩端阻尼等
因素的影响，横向惯性效应也能导致应力波反射的
衰减，并且横向惯性效应越显著，衰减越明显。

（５）一般而言，只有当桩的横向尺寸远小于波
长时，桩的横向动能远小于纵向动能，一维应力波理
论才能给出足够好的近似结果，否则必须计及由横
向惯性效应导致的波的几何弥散。 因此，在实际工
程测桩时，需在桩头设置软垫，采用低频振源，增大
入射波长度，尽量减少因横向惯性效应导致的几何
弥散。

4　结论
（１）本文通过对桩纵向振动考虑横向惯性效应

的运动方程进行拉氏变换，推导出桩顶位移和速度
的响应传递函数以及桩顶速度导纳表达式，得出了

不少有益结论。
（２）横向惯性效应与桩体直径和激振脉宽有着

紧密的联系。 横向惯性效应随桩径的增大而增强。
（３）由于横向惯性效应的作用，引起的应力波

的几何弥散，从而致使应力纵波波速的下降，效应越
明显，波速下降程度越大。

（４）由于横向惯性效应的存在，致使应力波能
量发生损耗，即使基桩动测不受桩材本身阻尼和桩
周土阻尼，以及桩端阻尼等因素的影响，横向惯性效
应也能导致应力波反射的衰减，并且横向惯性效应
越显著，衰减越明显。

参考文献：
［１］　王靖涛．桩基应力波检测理论及工程应用［Ｍ］．北京：地震出

版社，１９９９．
［２］　Ｌｏｖｅ Ａ．Ｅ．Ｈ．Ａ ｔｒｅａｔｉｓｅ ｏｎ ｔｈｅ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｔｈｅｏｒｙ ｏｆ ｅｌａｓｔｉｃｉｔｙ

［Ｍ］．Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ：Ｄｏｖｅｒ Ｐｕｂｌｉｃａｔｉｏｎ，１９４４．
［３］　王雪峰，吴世明．基桩动测技术［Ｍ］．北京：科学出版社，２００１．
［４］ 　 Ｌｏｖｅ Ａ．Ｅ．Ｈ．Ｓｏｍｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｏｆ ｇｅｏｄｙｎａｍｉｃｓ ［ Ｊ］．Ｃａｍｂｒｉｄｇｅ，

１９１１．

（上接第 ３０页）
２５ ｋＷ，电费为 ０畅７元／ｋＷ· ｈ，水泥砂浆单价为 ３５０
元／ｍ３ 。
本次冲击回转钻进实行总费用发包，按 ５０ 元／

ｍ计算，施工 ２３ ｍ 共花费 １１５０ 元。 不同钻进方法
的成本见表 ２。

表 ２ 不同钻进方式钻进成本对比 ／元　

钻头选型
使用钻
头个数

钻头
单价

钻头
总费用

电费及泥
浆费用

水泥砂
浆费用

其他
费用

合计
费用

普通取心钻头 ３ 0７００ b２１００ l３５８５ 创－ － ５６８５ 栽
牙轮钻头 １ 0３１５０ b３１５０ l２９６６ 创－ － ６１１６ 栽
冲击回转 １ 0－ － ７１８ 创１０１１ �１１５０ 蝌２８７９ 栽

从表 ２看出，牙轮钻头钻进施工成本最高，冲击
回转钻进施工成本最低。
3．3　钻进效果

４ 月 ２９ 日晚间用水泥砂浆封孔，５ 月 ３ 日开始
钻进，穿过水泥砂浆段后，经在 ４０ ｍ处测斜，钻孔顶
角为 ０°，满足设计要求。

4　结语
ＺＫ０８０５钻孔设计孔深为 ９６０ ｍ，要求钻孔顶角

≤１°／１００ ｍ。 如果开孔时顶角偏大，下部施工时就
会出现许多难以预料的困难，甚至出现报废钻孔的
重大事故。 因此，开孔时必须要控制好钻孔的顶角。
对于小口径地质钻探钻孔，在卵砾石层中钻进

特别是在胶结性差的砂卵石层中钻进，控制孔斜一
直是个难题。 使用大口径冲击钻进工艺可有效解决
这个技术问题。
大口径冲击钻进工艺应用在小口径地质钻探孔

中，目前还比较少见。 该种工艺受到许多方面的限
制，如孔深方面只能施工 ７０ ｍ 以浅的钻孔，另外孔
径方面也受到限制，一般要求孔径＞４００ ｍｍ。
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